PC Il

Robert Adam

Stand: 27. Oktober 2020



Dieses Skript wurde nach bestem Wissen und Gewissen von mir geschrieben, wobei
ich versucht habe, alles korrekt darzustellen. Nichtsdestotrotz kann ich nicht fiir
die Fehlerfreiheit des Skript-Inhalts garantieren.

Sollten dir Fehler egal welcher Natur (inhaltlich, Rechtschreibung, etc.) auffallen,
dann sende bitte eine E-Mail an robert@robert-adam.de damit ich den Fehler
verbessern kann.

1


robert@robert-adam.de

Inhaltsverzeichnis

Il.__ Diffraktions- und Streumethoden|

|I. Einfijﬁrung

[1.1.  Elektromagnetische Wellen|. . .

TIL

Interpretation im Teilchenbild . . . . . . . .. ... ... ..

[1.2. Wechselwirkung von EM-Strahlung mit Materie] . . . . . . . . . ..

T2.1.

Streuung| . . ... ...

[1.3. Diffraktionsmethoden|. . . . . .

. Rontgenbeugung]

2.1. Streuung an einem Elektron (Thomson-Streuung) . . . . . . . . ..
2.2. Streuung an einem Atom/Molekdll. . . . . ..o 000
[2.3. Streuung an einem einzelnen Molekulf . . . . . .. .. ... ... ..
[2.4. Streuung an vielen Teilchen| . .
[2.5. Rontgenbeugung an Flissigkeiten & Kristallen|. . . . . . . . . . ..
2.5.1. Paarkorrelationstunkti
2.5.2. Strukturfaktoren und Paarkorrelationl. . . . . .. .. .. ..
[2.5.3.  Flussigkeitsstreuung| . .
[2.5.4.  Bragg-Streuung| . . . . .
. Neutronenstreuung|
[3.1. Grundlagen| . . . . .. ... ..
[3.1.1.  Beschleunigte Neutronen|

[3.1.2. Wechselwirkung mit Materie|. . . . . . . ... ... ... ..

[3.1.3.  Vergleich zwischen Rontgen- und Neutronenstreuung . . . .

[3.2. Spezifische Anwendungen| . . .

B21

Magnetische Streuung| .

2.2.

Kontr riationl . . . .

. Lichtstreuung]

T

Statische Lichtstreuungl. . . . .

A1

Elementarer Streuprozess|

13
14
16
19
20
23
23
27
28
29

31
31
31
32
32
33
33
35

37

37
37

il



Inhaltsverzeichnis

[4.1.2.  Streuung an kleinen Teilchen in Losungl . . . . .. ... .. 39
[4.1.3. Grofe Teilchen in Losungl . . . . .. ... ... .. ... .. 42

[4.2. Dynamische Lichtstreuung| . . . . . . . . ... ... ... ... ... 44
ll. Statistische Thermodynamik| 49
(1. Grundlagen| 51
L1, Zielel . . . . 51
(1.2. Grundlagen| . . . . . . ... 51
1.2.1.  Mikro- und Makrozustandel . . . . . . . . .. .. ... ... 51
[1.2.2.  Verteilung und Gewichte| . . . . . . ... ... ... ... 53

[1.3. Isolierte Systeme: Wahrscheinlichste Verteilungl . . . . . .. .. .. )
(1.3.1. Interpretationvonz . ... ... ... ... ... .. .... 58
[1.3.2.  Entartete Energieniveaus . . . . . .. ... ... ... ... 58

[1.4. Geschlossene Systeme| . . . . . . .. .. ... ... 59
[1.5. Molekiil- und Systemzustandssumme] . . . . . . . ... ... 60
[1.5.1.  Unabhéngige, identische & lokalisierbare Teilchen| . . . . . . 61
[1.5.2.  Unabhéngige, identische & nicht-lokalisierbare Teilchen|. . . 62
[1.5.3.  Wechselwirkende, identische & nicht-lokalisierbare Teilchen|. 63

[1.6. Thermodynamische Groflen geschlossener Systeme|. . . . . . . . .. 63
(1.6.1. Innere Energie] . . . . .. . ... ... 0oL 63
(1.6.2.  Freie Energie] . . . . . ... o oo 64
[1.6.3. Zustandsgleichung| . . . . . ... . ... 0oL 65
(1.6.4. Entropie/. . . . . . . .. .o 66
[1.6.5. , Struktur® der statistischen Thermodynamik| . . . . . . .. 66

[2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik| 69
2.1. Molekulare 7 n mmen| . . oL ..o e e e 69
21.1. 7 n mm r Translation|. . . . . . . ... ... ... 70
2.1.2. 7 n mm r Rotation| . . . . . ... ... ... ... 71
[2.1.3. Zustandssumme der Schwingungl . . . . ... .. ... ... 74
[2.1.4. Zustandssumme der elektronischen Anregung| . . . . . . .. 76
2.1.5. Gesamte molekulare Zustandssumme! . . . . . ... ... 76

[2.2. Thermodynamische Grofien idealer Gase| . . . . . . . . . ... ... 7
[2.2.1. Innere Emergie] . . . . . . . . ... oL 78
[2.2.2. Warmekapazitaten und Gleichverteilungssatz] . . . . . . .. 81
[2.2.3. Entropie|. . . . ..o 84
[2.2.4. Freie Energie] . . . . . ..o o 85
[2.2.5. Zustandsgleichung| . . . . . . ... .00 85
[2.2.6. Chemisches Potentiall . . . . . . .. ... ... .. ... ... 86

v



Inhaltsverzeichnis

[2.3. Chemisches Gleichgewicht (Gasreaktionen)[. . . . . ... ... ... 88
2.3.1. Umrechnung in ,ubliche™ Gleichgewichtskonstanten| . . . . . 91
[2.3.2. Wann liegt das Gleichgewicht aut der Produktseite?|. . . . . 91

[2.4. Debye-Huckel-Theorie] . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 93
2.4.1. _Aktivitatskoeffizienten| . . . . . . .. ..o 98

(3. Transportphanomene 101
icht] . . . . . . 101

BII_ Diffusionl . ... ... ... ... 103

[3.1.2. Warmeleitung|. . . . . . ... ..o 103

B.1.3. Viskositatl . . . .. . ... ... 104

[3.1.4.  Ladungstransport|{. . . . . . . .. ... .. ... ... ... 105

[3.2. Diffusionl. . . . . . . . .. 105
[3.2.1. Thermodynamische Aspekte . . . . . . . .. ... ... ... 105
[3.2.2.  Diftusionsgleichung . . . . . . ... ... ... 108







Teil 1.

Diffraktions- und Streumethoden






1. Einfiihrung

Diffraktions- und Streumethoden erméglichen die Aufklarung atomarer, moleku-
larer und nanoskopischer Strukturen durch Streuung und Beugung von Wellen
(Licht- oder Materiewellen) an geordneten (Kristalle) und ungeordneten (Fliissig-
keiten und Losungen) Proben.

Die physikalische Grundlage fiir diese Untersuchungen ist die Wellenlehre. Dar-
iiber hinaus ergeben sich auch rein praktische Schwierigkeiten bei der Umsetzung
entsprechender Experimente und Apparaturen. So ist beispielsweise der Brechungs-
index von Rontgenstrahlen nahezu eins, was bedeutet, dass es fiir Rontgenstrahlen
keine Linsen gibt.

1.1. Elektromagnetische Wellen

(EM-Strahlung) besteht aus raumlich und zeit-
lich periodischen, elektrischen und magnetischen Wechselfeldern (siche Abb. .

Abbildung 1.1.: Einfache Darstellung elektromagnetischer Strahlung.

Die Ausbreitungsrichtung der Welle wird durch den Wellenvektor ki angegeben
(entspricht der xz-Achse in Abb. [L.1]). Sowohl das elektrische, als auch das ma-



1. Einfiihrung

gnetische Feld, steht senkrecht zum Wellenvektor. Genauer gesagt, bilden die drei
Vektoren ein Rechtssystem: A o
ExH=k

Wird beispielhaft die elektrische Komponente der EM-Strahlung betrachtet, so
kann ihr Betrag E' als oszillierende Funktion beschrieben Werdenﬂ:
E(z,t) = Eyexp(i(kx — wt)) (1.1)

Dabei ist k£ der Betrag des Wellenvektors
= — (1.2)

und w ist die Kreisfrequenz.
w=— (1.3)
Hier ist T" die Periodendauer.

Gleichung (|1.1]) gilt fiir eine eindimensionale Ausbreitung der Welle. Fiir den mehr-
dimensionalen Fall, muss x durch den Ortsvektor 7" ersetzt werden:

E(7t) = Egexp(i(k — wt)) (1.4)

Der S beschreibt die Richtung des Energietransports und hat
die Dimension einer Leistungsdichte.

S=FExH S| = (1.5)

In direktem Bezug hierzu steht die I der Welle. Hierbei handelt es sich
um den Betrag der zeitlich gemittelten Leistungsdichte an einem bestimmten Ort

—

r.

1(7) = S| = [EF) x H( 1)

Da der Betrag des elektrischen und magnetischen Feldes in einer elektrischen Welle
stets proportional zueinander sind, kann diese Beziehung vereinfacht als

I < |E| (1.6)

'In der Beschreibung iiber die komplexe e-Funktion wird das elektrische Feld zu einer komplexen
Grofle. Soll der messbare Wert bestimmt werden, so wird je nach Situation der Realteil
ausgewertet oder der Betrag berechnet (vgl. z.B. die komplexe Wellenfunktion in der QM).



1.2. Wechselwirkung von EM-Strahlung mit Materie

Bei Interferenz mehrerer Wellen, addieren sich die Felder, aber nicht
(zwangslaufig) die Intensitéten.

1.1.1. Interpretation im Teilchenbild

Uber die de-Broglie Beziehung, kann jedem Teilchen eines Impulses p auch eine
Wellenldange A\ zugeordnet werden.

h
A= — 1.7
) (1.7)
h bezeichnet hierbei das Plank’sche Wirkungsquantum.

Etwas umgeschrieben kann der Impuls einer Welle somit berechnet werden iiber

h h 27
p=y=7-

N on ok

Das bedeutet also, dass der Linearimpuls p’ eines Photons tiber
7= hk (1.8)

berechnet werden kann.

1.2. Wechselwirkung von EM-Strahlung mit Materie

1.2.1. Streuung

Bei der Streuung werden 3 Falle unterschieden:
1. elastisch
2. inelastisch

3. resonant (Absorption)



1. Einfiihrung

Bei der elastischen Streuung andert sich der Impuls des Photons durch die Streu-
ung nicht. Lediglich seine Richtung. Das bedeutet, dass der Betrag des Wellenvek-
tors k erhalten bleibt. Es handelt sich hierbei um die Grundlage der klassischen
Diffraktions- und Streumethoden.

vorher
D nachher

!

L 2 4

Abbildung 1.2.: Schematische Darstellung der elastischen Streuung an einem Teil-
chen (hier dargestellt als brauner Kasten).

Bei der inelastischen Streuung hingegen, wird ein Teil des Impulses des Photons
absorbiert, sodass das Photon nicht nur eine Richtungs-, sondern auch eine Impuls-
anderung erfahrt. Dies ist Grundlage der Raman-Streuung und -spektroskopie.

vorher
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Abbildung 1.3.: Schematische Darstellung der inelastischen Streuung an einem
Teilchen (hier dargestellt als brauner Kasten).

Bei der resonanten Streuung (hdufig auch als Absorption bezeichnet) wird der ge-
samte Impuls des Photons auf das Teilchen iibertragen. Es wird absorbiert. Die
Differenz der Energieniveaus AFE des Teilchens muss dabei genau gleich der En-
ergie des absorbierten Photons sein (Resonanzbedingung). Dieses Phénomen ist
Grundlage fiir die optische Spektroskopie.



1.2. Wechselwirkung von EM-Strahlung mit Materie
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Abbildung 1.4.: Schematische Darstellung der resonanten Streuung an einem Teil-
chen (hier dargestellt als brauner Kasten).

Elastische Streuung im Wellenbild

Grundlage der elastischen Streuung im Wellenbild ist das Prinzip von Eugens.
Demnach wird jeder Punkt einer Wellenfront als Ausgangspunkt einer kugelférmi-
gen Elementarwelle betrachtet.

Es ergeben sich zwei Extremfille: Die , bei der die Strahlung
an einem Objekt gestreut wird, welches sehr viel kleiner, als die Wellenldnge der
Strahlung ist (d < ) und die , bei der das Gegenteil der Fall ist
(d> %)

Im Falle der Rayleigh-Streuung, kann die sogenannte interpartikulire Interferenz
vernachlédssigt werden, da die Phasendifferenz der Elementarwellen, die an der
Vorder-, bzw. Riickseite des Streuzentrums entstehen, praktisch Null ist.

Abbildung 1.5.: Schematische Darstellung der Rayleigh-Streuung. Es ist besonders
darauf zu achten, dass gleichmaflig in alle Richtungen gestreut
wird.
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A

—

= =D

Abbildung 1.6.: Schematische Darstellung der Mie-Streuung.

Der Streuvektor

Abbildung 1.7.: Skizze zur Streuung

Der ¢ ist definiert als

—
/

i=K—Fk (1.9)

Abbildung 1.8.: Schematische Darstellung des , Streudreiecks® fiir elastische Streu-
ung ([[&] = [[#])

Aus Abbildung|[L.8]ist erkenntlich (vgl. zusétzlich Gleichung (1.2))), dass der Betrag

71| gegeben ist als
47

1l = 2||| sin(®) = & sin(©) (1.10)



1.2. Wechselwirkung von EM-Strahlung mit Materie
Wird Gleichung ((1.9) mit & multipliziert, so ergibt sich

hq = hk' — hk

Das entspricht geméafl Gleichung (1.8)) einer Impulsbilanz, wobei —hq = Ap’ der
wéahrend der Streuung auf das Teilchen iibertragene Impuls ist.

Beugung

Das Phidnomen der tritt auf, wenn die Streuwellen mehrerer Streuzen-
tren miteinander interferieren. (,,Beugung = Streuung + Interferenz*)

Abbildung 1.9.: Skizze zur Beugung einer Welle

Der geometrische Gangunterschied A der beiden in Abb. gezeigten Strahlen,
betragt

A:AQ—Al

:Flg'k,—Flg']%:(k/—k)'Flg

Die Phasendifferenz zweier interferierender Streuwellen A5 kann berechnet wer-
den als

2 27 A 21 A .
AQD:TA: Tk,—jk *T12
~
]
= (K k)7



1. Einfiihrung

Mit Hilfe der Definition des Streuvektors ¢’ geméf Gleichung ([1.9)) ergibt sich somit

Apiz =G+ T2 (1.11)

Fir Ay = 2km handelt es sich um konstruktive Interferenz und fiir Agp, =
(2k + 1)m um destruktive Interferenz (k € Ny).

Aufgrund dieser Interferenz entstehen die typischen Interferenz- und Beugungs-
muster, welche Riickschliisse auf die Anordnung der Streuzentren erlauben. Somit
handelt es sich um das Grundprinzip der Strukturaufklarung mittels Diffraktions-
methoden.

1.3. Diffraktionsmethoden

Streuung, Interferenz und Beugung sind allgemeine Eigenschaften von Wellen (und
nicht etwa Besonderheiten von Lichtwellen). Das bedeutet, dass sowohl Photo-
nen, als auch Materiewellen als ,Sonden” in Diffraktionsexperimenten einsetzbar
sind.

Tabelle 1.1.: Ubersicht iiber die wichtigsten Diffraktionsmethoden in der Chemie

Sonde A Elementarprozess Informationen

Rontgen- =~ 1A Streuung an Hiillenelektro- Anordnung der Atome im Kristall;

photonen nen der Atome Molekiilstruktur

VIS- ~ 500nm  Streuung an Dichte- und Gréle und Gestakt von Makromole-

Photonen Konzentrationsfluktuationen  kiilen, Mizellen, Nanopartikeln, usw.
in Losung

Neutro- ~1A Streuung an Atomkernen vgl. Rontgen, jedoch bessere Lo-

nen (Spin!) kalisation leichter Atome; magneti-
sche Strukturen (ferro-/antiferroma-
gnetisch)

10



1.3. Diffraktionsmethoden

Detektor

o

Quelle

Streuzentrum

Abbildung 1.10.: Schematische Darstellung des Aufbaus eines Diffraktionsexperi-
ments
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2. Rontgenbeugung

Ein Rontgendiffraktogramm liefert die Elektronendichteverteilung p. in der Probe,
da diese proportional zu der gemessenen Intensitat im Diffraktogramm ist.

1(q) o< pe(T)

Die theoretische Beschreibung des Beugungsprozesses findet dabei hierarchisch in
mehreren Stufen statt:

1. Elementarer Streuprozess: Streuung eines (Rontgen-) Photons an einem ein-
zelnen Elektron (Thomson-Streuung)

2. Phasengerechte Summation tiber alle Elektronen eines einzelnen Atoms (Atom-
formfaktoren)

3. Phasengerechte Summation tiber alle Atome in einem Molekiil (Molekiilform-
faktoren)

4. Phasengerechte Summation iiber alle Teilchen (Atome bzw. Molekiile) der
Probe / Elementarzelle (Strukturfaktor)

13



2. Rontgenbeugung

2.1. Streuung an einem Elektron (Thomson-
Streuung)

Abbildung 2.1.: Wechselwirkung eines Elektrons mit einer EM-Welle

Wie in Abb. dargestellt erfahrt ein Elektron im elektrischen Feld einer EM-
Welle eine dem Feldvektor entgegen gerichtete Kraftﬂ Diese fiithrt zu einer Posi-
tionsanderung Ar, des Elektrons. Da das elektrische Feld am Ort des Elektrons
zeitlich periodisch ist, wird das Elektron somit ebenfalls zu einer Schwingung mit
der selben Frequenz angeregt. Aufgrund der fast vernachléssigbar kleinen Masse

eines Elektrons, schwingt es ziemlich genau mit einer Phasenverschiebung um
relativ zum elektrischen Feld der EM-Welle.

lentgegen gerichtet, da das Elektron eine negative Ladung trigt

14



2.1. Streuung an einem Elektron (Thomson-Streuung)

1] | Ee
A$Te

0.5 | —
0 [ -
—05] f
-1+ N

| | | |

0 2 1 6

t

Abbildung 2.2.: Darstellung der Schwingung des Elektrons relativ zur Schwingung
des elektrischen Feldes der EM-Welle

Das Elektron das nun zu einer erzwungen Schwingung angeregt wird, emittiert es
als beschleunigte Ladung seinerseits eine EM-Welle gleicher Frequenz, die sich als
Streuwelle in alle Richtungen ausbreitet.

4

\‘/' Detektor

R
20

Abbildung 2.3.: Schematische Darstellung des Zustandekommens der Thomson-
Streuung

Dass Abb. im Wesentlichen gleich aussieht, wie Abb. liegt daran, dass
es sich bei der Thomson-Streuung um eine elastische Streuung handelt. Dies ist
einfach daran zu erkennen, dass die Frequenz der Streuwelle gleich der Frequenz
der einfallenden Welle ist. Somit muss gemafl Gleichung auch ihr Impuls
identisch sein.

15



2. Rontgenbeugung

Der Betrag des elektrischen Feldes der Streuwelle £/ am Ort des Detektors ist
fur einen makroskopischen Versuchsaufbau (R > A)ﬂ durch folgende Gleichung
gegeben:

E'(R)t) = ]71,(2(9)7“6?%0 exp(—i(K'R — wt)) (2.1)

Hierbei ist r, der ,klassische Elektronenradius“ (der Radius den ein Elektron hétte,
wenn es sich um ein kugelformiges Teilchen handeln wiirde) und F,(20) ist der
Polarisationsfaktor:

F,(20) = cos(20) Polar%sat?on in Streuebene (,,horizont‘al“) (2.2)
1 Polarisation L zur Streuebene (,vertikal“)
Die Streuebene in Abb. 2.3 wire die zz-Ebene.
_C 9818107 (2.3)
’]"e = ~ 5 * m N
Amtegmc?

Fiir unpolarisierte Rontgenstrahlung muss der Polarisationsfaktor gemittelt wer-
den, was zu
1+ cos?(20)
2
(F2) = Lo (26) (2.4

Beispielhaft kann so die Intensitét (die proportional zum Quadrat der elektrischen
Feldstérke ist) der Streuwelle an einem Detektor fiir 20 = 60° und R = 0,3m
berechnet werden.

LN 55-107%

Iy
Es ist also klar zu erkennen, dass nur ein winziger Bruchteil der einfallenden Strah-
lungsintensitat auch gestreut wird. Das bedeutet, dass die verwendeten Detektoren
moglichst sensibel und die verwendete Eingangsstrahlung moglichst intensiv sein

sollte.

2.2. Streuung an einem Atom/Molekiil

Betrachtet werden soll ein Atom mit z Elektronen. Die Elektronendichteverteilung
pe(7) ist hierbei aus einem entsprechenden Atomorbital durch die Quantenmecha-

2Es handelt sich somit um das ,,Fernfeld“

16



2.2. Streuung an einem Atom/Molekiil
nik gegeben.

Der gewahlte Ansatz ist nun die Elektronenhiille in Volumenelemente dV zu zer-
legen, die jeweils dn, = p,(7)dV Elektronen enthalten. Die Beitrége der einzelnen
Volumenelemente zur gesamten Streuung muss dann phasengerecht aufsummiert
werden, um die Streuung an dem Atom beschreiben zu kénnen.

Abbildung 2.4.: Schematische Skizze zur Beugung an einem Atom.

Die Phasendifferenz Ay, der beiden Strahlen kann analog zu Gleichung (|1.11))

berechnet werden:

Doy = —G-F
Der f2 ergibt sich daraus (ohne Herleitung) als
1 = [ pel?) - exp(~iq- a7 (2.5)
%

Mathematisch betrachtet ist Gleichung (2.5) die Fouriertransformierte der Elek-
tronendichteverteilung (vom 7- in den g-Raum).

AuBerdem ist zu erkennen, dass fir ¢ = 0 f2* = z gilt. In Worten bedeutet dies,
dass alle Elektronen in diesem Winkel in Phase streuen (keine destruktive Interfe-
renz).

17



2. Rontgenbeugung

In Bezug auf die Grenzwerte gilt limg_o(f*) = 0 (aufgrund der enthaltenen e-
Funktion). Das bedeutet, dass das Streuvermégen eines Atoms fiir extrem kleine
Wellenlange praktisch Null ist (vgl. Gleichung (|1.10))).

—H

—C
10 |- :
S= 51 |
01l N
| | | | |

I —
0 2 4 6 8 10 12 14 16
1]l

Abbildung 2.5.: Schematischer Verlauf von f2*(]|¢]| fiir Wasserstoff, bzw. Kohlen-
stoft

In Abb. ist nochmals zu erkennen, dass fir ¢ = 0 f* = z gilt. AuBerdem
kann erkannt werden, dass das Streuvermogen eines Atoms mit seiner Ordnungs-
zahl zunimmt (mehr Elektronen an denen gestreut werden kann). Eine direkte
Konsequenz hiervon ist, dass Wasserstoffatome durch Rontgenbeugung nur schwer
lokalisierbar sindP]

Kann das betrachtete System als radialsymmetrisch (isotrop) betrachtet Werdenﬁ,
so kann die vereinfachte ,,Debye’sche Streuformel“ verwendet werden:

*(q) :/ 47r7"2,0€(r) sm(;;r) dr (2.6)
r=0
Hq,_/
(exp(—igT))

Eine niitzliche Eigenschaft von Gleichung ([2.6)) ist, dass der tiber sie berechnete
Atomformfaktor reellwertig ist.

3Eine besser geeignete Methode ist hier die Neutronenstreuung, da diese am Atomkern statt an
den Elektronen statt findet.
4Bei Atomen ist dies in der Regel eine sehr gute Niherung

18



2.3. Streuung an einem einzelnen Molekiil

Der Atomformfaktor ist eine fiir alle Elemente (und die meisten Ionen) tabellierte
Grofle. Zur Tabellierung wird er typischerweise durch eine Reihe von Gauflfunk-
tionen angendhert:

2
at( ) — . (L
f(q) = ;alexp[ b; <47r> ] +c
Tabelliert werden dabei die Variablen a;, b; und c.

Der Betrag des elektrischen Feldvektors der gestreuten Welle E/ im Abstand R
von dem streuenden Atom, ist gegeben durch

E(Rt) = f*(q) Fpre% exp(—i(K R — wt)) 2.7)

Streuung eines einzelnen e~

Aus Gleichung (2.7) kann abgeleitet werden, dass ein Atom f*(q)-fach stérker
streut, als ein einzelnes Elektron.

2.3. Streuung an einem einzelnen Molekiil

Prinzipiell ist es moglich die Molekiilformfaktoren analog zu den Atomformfakto-
ren zu bestimmen, wobei Molekiilorbitale fiir die Bestimmung der Elektronendich-
teverteilung heran gezogen werden.

In der Praxis werden die Molekiilformfaktoren jedoch iiblicherweise iiber eine pha-
sengerechte Summation der Atomformfaktoren angenahert.

e = Y2 (@) - exp(—iq - 7)) (2.8)

Atome j

19



2. Rontgenbeugung

Schwerpunkt

Abbildung 2.6.: Skizze zur Ermittlung des Molekiilformfaktors fiir ein dreiatomiges
Molekiil

2.4. Streuung an vielen Teilchen

Zunéchst soll die Streuung an zwei Teilchen mit den Formfaktoren f; und f
betrachtet werden. Der Ursprung des Koordinatensystems soll in Teilchen 1 liegen,
sodass der Abstand der beiden Teilchen tiber 75 gegeben ist.

Abbildung 2.7.: Schematische Skizze zur Beugung an zwei Teilchen.

Der Betrag des elektrischen Feldvektors der Streuwelle Ef, bzw. EY ist gegeben
(vgl. Gleichung (2.7)) als

Ei=fi- E(;%Fpre exp(i (Eé — wt))
Ey=fy- E%Fpre exp(z’ (Eﬁ —wt — (- Fg))
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2.4. Streuung an vielen Teilchen

Der Gesamtbetrag E’ setzt sich additiv aus den beiden Teilbetragen zusammen:

E F T e TR
B = % (fi + foexp(—iq - 7)) ~exp(z (kR - wt))
Streuyampl. Streuampl. Struktur Wellenfunktion
einzelnes e~
Dies legt die Einfithrung einer F (@) nahe:

F(q) = fi + faexp(—iq- 7%)

Dieser enthélt nun sowohl Informationen iiber die Art der Teilchen (iiber die Form-
faktoren f; und f3), sowie tiber deren relative Anordnung (73) zueinander.

Fiir ein allgemeines System aus N Teilchen gilt analog

N
F(q)=>_ ;- exp(—iq-7}) (2.9)
j=1
Fiir den Fall von N identischen Teilchen gilt fi = fo = ... = fy = f, womit sich

Gleichung (2.9) nochmals vereinfachen lésst:

F(q) = [)_exp(—iq - 7))

i=1

Mit Hilfe dieser Streuamplitude lasst sich nun eine Intensitat relativ zu der Streu-
ung eines einzelnen Elektrons berechnen (hier fiir das Beispiel N identischer Teil-
chen):

Diese Doppelsumme enthalt nun genau N Falle, in denen j = k£ und somit 7 —
7 = 0 gilt. Diese Falle konnen gesondert betrachtet und vor die Summe gezogen
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2. Rontgenbeugung

werden:
N N
H@) = f* [N+ 232 > exp(=id (7 — 7))
=1 kA
1 N N
=Nf |1+ — ZZexp —iq (75 — %))
J 1k#j
Dieser Ansatz liefert somit die Definition des S(q), dessen Wert

im Gegensatz zu der Streuamplitude von der Teilchenzahl N unabhéngig ist.

S(q@) =1+ ;ZZ exp(—iq (r; — %)) (2.10)
=1

Insgesamt ergibt sich fiir die relative Intensitét der Streuwelle von N identischen
Teilchen somit

2
o =N P@ S@) (2.11)
—— ——
Intensitat Formfaktor: berticksichtigt Strukturfaktor: berticksichtigt
(rel. zu einzelnem e ™) intrapartikulére Interferenz  interpartikuldre Interferenz

Dieser Ansatz erlaubt es nun die Beugung separat auf einen Beitrag der , Teil-
chenstruktur® (f(q)), sowie auf einen Beitrag der Anordnung der Teilchen (S(q))
zuriick zu fithren. Dies erlaubt eine einheitliche Beschreibung der Streuung in nah-
und ferngeordneten Systemen (z.B. Fliissigkeiten und Kristalle).

Die Einfliissse der beiden Teile kann sehr schon in sogenannten ,,optischen Trans-
formationen® veranschaulicht werden.

Anmerkungen zur Kristallographie

In der Kristallographie wird typischerweise ein anderer Ausgangspunkt gewéhlt.
Statt identischer Teilchen, wird hier die Elementarzelle des Kristalls als kleins-
te sich wiederholende Einheit betrachtet. Deswegen wird fiir die Streuamplitude
lediglich iiber alle Atome in der Elementarzelle n summiert:

F(@) = 3 fyexpl—iy)
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2.5. Rontgenbeugung an Fliissigkeiten & Kristallen

Da die Streuvektoren ¢ stets senkrecht auf den Netzebenen (h,k,l) stehen, gilt

0; = 2m(hz; + ky; + 12;)

Hierbei sind z;, y; und z; die fraktionalen Atomkoordinaten der Atome (in Bruch-
teilen von h, k und [).

Daraus resultiert der ,Strukturfaktor der Elementarzelle“ﬂ:

= Z fiexp(i — 2mi(hz; + ky; + 12;))

j=1

2.5. Rontgenbeugung an Fliissigkeiten & Kristallen

In einer Fliissigkeit von N Teilchen ergeben sich w fluktuierende Teilchenab-
stande 7; — 7. Fiir 1 mol wéren das bereits etwa 10%7.

Der Fluktuation der Teilchenabsténde wird tiber die Verwendung eines mittleren
Teilchenabstands Rechnung getragen. Die Berechnung dieses mittleren Abstands
ist allerdings nicht trivial. Auflerdem stellt sich die Frage, wie der Strukturfaktor
fiir einen solchen Fall berechnet werden muss. Die Antwort auf beide Fragen liefert
die sogenannte , Paarkorrelationsfunktion®

2.5.1. Paarkorrelationsfunktion
Wechselwirkungsfreie Teilchen

Wenn die einzelnen Teilchen in einer Probe nicht miteinander wechselwirken, so
ist die lokale Teilchendichte p(7) in jedem Punkt im Raum gleich der mittleren

Teilchendichte py:
N

() =po= (2.12)

Das bedeutet, dass alle moglichen Teilchenabstande gleich wahrscheinlich sind.

5Streng genommen handelt es sich hier um die Streuamplitude, aber in der Kristallographie
wird dennoch von einem Strukturfaktor gesprochen.
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2. Rontgenbeugung

Wechselwirkende Teilchen

Betrachtet werden sollen die Teilchen bei einer hinreichend niedrigen Tempera-
tur, bzw. hoher Teilchendichte. In diesem Fall kommt es zu einer Strukturbildung
(Nahordnung in Fliissigkeiten und Fernordnung in Kristallen).

Dies fiihrt zu einer Korrelation der Teilchenorte. Das bedeutet, dass diese nicht
mehr statistisch unabhéngig (,,zuféllig*) sind und somit bestimmte Teilchenabstéan-
de héufiger und andere seltener, als bei einer zufélligen Verteilung auftreten.

Die direkte Konsequenz hiervon ist, dass die lokale Teilchendichte p(7) ortsabhén-
gig ist (die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen an einem bestimmten Ort zu finden
ist fiir verschiedene Orte unterschiedlich). Die Abweichung dieser Dichte von der
globalen (durchschnittlichen) Teilchendichte pg wird dann von der

g2(7" beschrieben:

p(F) = g2(7) - po = ga(T) - (2.13)

<|=

7 gibt dabei den Abstand zu einem bestimmten ,Referenzteilchen® im System
an.

Fir den Fall von sogenannten ,einfachen Fliissigkeiten“ sind alle Richtungen

gleichwertig (isotrop), sodass statt mit 7 auch einfach mit dem Abstand r = ||7|
gerechnet werden kann. Somit geht Gleichung (2.13|) direkt in die
go(r) iiber:
,
go(r) = plr) (2.14)
Po

In diesem Fall ist die Anzahl der sich im Bereich r...r 4+ dr befindlichen Teilchen
dN(r...r 4 dr) gegeben als

dN(r...r +dr) = go(r)po 4mridr
v
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2.5. Rontgenbeugung an Fliissigkeiten & Kristallen

Qualitative Beispiele

A0 4 r

Abbildung 2.8.: Paarkorrelationsfunktion fiir ein ideales Gas

In Abb. ist zu erkennen, dass alle Abstande r > 2a gleich wahrscheinlich
sin

92(7)

ideal (9-Peaks)

real (Gitterschwingungen)

Qo 2&0 3&0 4(10 5&0 6&0 r
OO0O0O000O0

Abbildung 2.9.: Paarkorrelationsfunktion fiir einen (ideal) Kristall

In einem Kristall (siche Abb. ergibt sich eine diskrete Abstandsverteilung mit
(mehr oder weniger) scharfen Peaks.

6Die 2a rithren daher, dass sich Teilchen nicht ineinander befinden kénnen. Streng genommen
besitzen Teilchen in einem idealen Gas aber auch keine rdumliche Ausdehnung (a = 0), sodass
diese Beschrankung ebenfalls hinfillig wird.
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2. Rontgenbeugung

ga(7)
nachste Nachbarn
ubernichste Nachbarn

@)

00
000
OO0 0

Abbildung 2.10.: Paarkorrelationsfunktion fiir eine einfache Fliissigkeit.

In einer einfachen Fliissigkeit (siehe Abb findet sich eine Nahordnung wieder.
Dies bedeutet, dass es fiir kurze Abstinde noch préferierte Orte gibt, an denen
ein weiteres Teilchen eher gefunden werden kann, als an anderen. Je grofler der
Abstand jedoch wird, desto diffuser wird die Verteilung, bis sie sich fiir sehr grofe
Abstédnde schliellich einer rein statistischen Verteilung annahert.

Charakteristisch hierbei ist die sogenannte ¢, die angibt, wie

lange sich die Nahordnung aufrecht erhalten kann. Im Grenzfall eines idealen Kris-
talls gilt & — oo.

Interpretation

Die Paarkorrelationsfunktion beschreibt die Abstandsverteilung der Teilchen, d.h.
wie hdufig bestimmte Abstande 7= 7; — 7 in einer Struktur auftreten. Mit Hilfe
dieser Information ldsst sich dann der Strukturfaktor S(q) berechnen.

Die Beschreibung erfolgt dabei als lokale Abweichung der Teilchendichte dp(7) vom
globalen Mittelwert pg:

p(T) = po + 6p(7) = ga(7)po
& 6p(7) = po (g2(7) — 1)
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2.5. Rontgenbeugung an Fliissigkeiten & Kristallen

Alles in allem kann fest gehalten werden, dass die Paarkorrelationsfunktion von
zentraler Bedeutung fiir die Beschreibung der Thermodynamik von Fluiden ist.

2.5.2. Strukturfaktoren und Paarkorrelation

Fir N fluktuierende Teilchen kann Gleichung (2.10]) tiber einen Mittelwert ausge-
driickt werden:

@)~ 1= (3 Y esvl-it (5 - i) )

J=lk#j

In diesen Mittelwert flielen additiv alle tatsachlich auftretenden Teilchenabstande
mit ein. Da in einem makroskopischen System die Teilchenzahl sehr hoch und so-
mit die Anzahl der auftretenden Abstinde noch viel groffer ist, kann diese Summe
auch durch ein Integral iber alle moglichen Teilchenabstande angenéhert werden.
Hierbei miissen die méglichen Abstdnde mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftre-
tens gewichtet werden.

<§ i exp(—ig- (7 — Fk))> ~ g/exm—ﬁ. FAN(7) = N~/exp(—i(j~ 7N (7)

=1k#j

dN (r) gibt an, wie viele Teilchen sich im Mittel im Abstand  befinden und kann
iiber die Paarkorrelationsfunktion ausgedriickt werden:

dN () = p() - AV = pogs(7) &
dv

Somit gilt fiir den Strukturfaktor

S(@) — 1= -Aw@wm4¢ﬁff (2.15)

2{=l=

Bei genauerer Betrachtung von Gleichung ([2.15)) konnte auffallen, dass es sich bei
dem Strukturfaktor im Wesentlichen um die Fouriertransformierte der Paarkorre-
lationsfunktion handelt.
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2. Rontgenbeugung

Fiir die relative Streuintensitit 1(g) gilt somit

.

FT der e~ Dichte FT d. Paarkorrelations-
eines einzelnen Teilchens funktion der Teilchen

2.5.3. Fliissigkeitsstreuung

In einer isotropen Fliissigkeit geniigt es den Betrag des Abstands r statt dem
Abstandsvektor 7 zu betrachten. Der mittlere Teilchendurchmesser einer solchen
Fliissigkeit sei a und die Korrelationslange sei &.

I(q)
Nf2(q) 1

92(7)

2
‘

" Qf:% q

Abbildung 2.11.: Schematische Darstellung einer Paarkorrelationsfunktion einer
einfachen Flissigkeit, sowie ihrer Fouriertransformierten (rechts).

Aus Abb. geht hervor, dass die relative Streuintensitit proportional zu

1
(@ —qo)? +&72

ist. Das bedeutet, dass eine isotrope Fliissigkeit eine diffuse Streuverteilung in Form

einer Lorentzkurve um ¢y erzeugt. Die Halbwertsbreite dieses Peaks ist Agqi /o =
2

E.

Des Weiteren ist zu erkennen, dass bei bekannter Streuintensitat I(g) durch eine
le(g()q) auf die Paarkorrelationsfunktion go(r) geschlossen
werden kann. Somit existiert also ein Weg g¢o(r) aus experimentellen Daten zu
bestimmen.

Ricktransformation von

Uber quantitative Betrachtungen einer isotropen Fliissigkeit kann der Struktur-

faktor S(q) aus Gleichung ([2.15)) durch Mittelung tiber alle méglichen Winkel ge-
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2.5. Rontgenbeugung an Fliissigkeiten & Kristallen

wonnen werden. Dies fithrt zur sogenannten ,,Debye-Formel* fiir Fluide:

- N AL
S(q) =1+ 4mpy /0 go(r)r " dr (2.16)

2.5.4. Bragg-Streuung

Wie in Abb. zu erkennen ist die Paarkorrelationsfunktion fiir einen idealen
1D-Kristall durch eine Reihe von J-Peaks gegeben. Besitzen diese Peaks einen
Abstand d zueinander, so ergibt sich ihre Fouriertransformierte (die proportional
zur relativen Streuintensitét I(g) ist) ebenfalls als eine Schar von §-Peaks, die dann

den Abstand qg = %’T aufweisen. Insgesamt gilt fiir die Intensitéat I(q)

I(q) o< S(q) x d(q — nqo) neN

Bei der Streuung an einem solchen Kristall werden also scharfe, aquidistante Peaks
bei ¢ = nqy erwartet. n wird dabei auch als bezeichnet.

Aus der , Reflexionsbedingung*
q = Nqo
folgt durch Einsetzen der Definition von ¢ (siehe Gleichung (1.10))) und ¢, die

2dsin(©) = nA (2.17)
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3. Neutronenstreuung

3.1. Grundlagen

Bei Neutronen handelt es sich um ungeladene Teilchen mit einer Ruhemasse von
my, = 1,675 - 10727 kg und einem Spin von 3. Es handelt sich also um Fermionen.

Aufgrund ihres Spins besitzen Neutronen ein magnetisches Moment u,, = 1,9uy,
welches aber viel schwécher als das von Elektronen ist. py ist hierbei das soge-

nannte Kernmagneton:
Me

PN = —[iB (3.1)
mp

Auflerhalb des Atomkerns haben Neutronen eine Lebenszeit von etwa 15 min, bevor
sie gemaf
on — 1p+Je+v

zerfallen. v ist dabei ein Antineutrino.

3.1.1. Beschleunigte Neutronen

Ein Neutron kann geméaf

N
—p_ \/2mnEkin

als Materiewelle der Wellenldnge A\ aufgefasst werden.

Aus dem Gleichverteilungssatz der Energie folgt, dass die kinetische Energie %kBT
sein muss, sodass sich fiir die Wellenlédnge eines Neutrons

h
Ne 3.2
vV 3mn/€BT ( )

31



3. Neutronenstreuung
gilt.

Bei Raumtemperatur weist ein Neutron eine Wellenlédnge von A ~ 1,5 A auf und
solange die Temperaturen unter 700 K bleiben, schrumpft die Wellenldnge eines
Neutrons auch nicht unter 0,1 A. Das bedeutet, dass Neutronen in diesem Tempe-
raturintervall die selbe Wellenlange haben, wie charakteristische Rontgenstrahlung
(z.B. Mo K,), die in Rontgenbeugungsexperimenten verwendet wird.

3.1.2. Wechselwirkung mit Materie

Da Neutronen keine Ladung tragen, kann es offensichtlich keine Coulomb-Wechsel-
wirkung zwischen ihnen und Materie geben. Allerdings sind Neutronen Gegenstand
der sogenannten ,starken Wechselwirkung®, bzw. , Kernwechselwirkung®, welche
auch fiir den Zusammenhalt von Atomkernen verantwortlich ist. Uber diese starke
Wechselwirkung kann ein Neutron somit mit einem Atomkern wechselwirken und
hieriiber an einem solchen Kern gestreut werden. Dies wird als

bezeichnet.

Da der Atomkern um ein Vielfaches kleiner als das Atom selbst (inklusive Elek-
tronenhiille) ist, handelt es sich bei der nuklearen Streuung in jedem Fall um eine
reine Rayleigh-Streuung (A >> dpukeus iSt in jedem Fall erfiillt).

Somit konnen Experimente analog zur Rontgenbeugung durchgefithrt werden, um
die raumliche Struktur einer Probe zu analysieren.

Zusatzlich kann ein Neutron iiber sein magnetisches Moment aber auch durch

magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkungen mit der Elektronenhtille eines Atoms

wechselwirken. Dies funktioniert selbstverstédndlich nur, sofern das Atom ein ma-

gnetisches Moment ungleich Null aufweist (es hat einen Gesamtspin ungleich Null).

Auch dieser Effekt kann zur Streuung von Neutronen fithren. Es wird hierbei von
gesprochen.

3.1.3. Vergleich zwischen Rontgen- und Neutronenstreuung

Das Analogon des Atomfaktors f(¢) aus der Rontgenbeugung ist die sogenannte
b bei der Neutronenstreuung. Im Gegensatz zu f hangt b nicht von
der Anzahl der Elektronen ab, sondern rein von der Beschaffenheit des Atomkerns.
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3.2. Spezifische Anwendungen

Das bedeutet, dass die Streuldnge keinen Zusammenhang mit der Ordnungszahl
aufweist und auch von Isotop zu Isotop unterschiedlich ist (ggf. signifikant).

Der Vorteil hierbei ist, dass Protonen eine vergleichsweise grofle Streulénge besitzen
und somit auch gut neben schwereren Atomen detektiert werden konnen (mit
Rontgenbeugung ist dies hdufig nicht oder nur schwer moglich). Auflerdem kénnen
nun verschiedene Isotope des selben Elements voneinander unterschieden werden,
was eine Isotopenmarkierung (z.B. Deuterierung) erlaubt.

Des Weiteren ist die Streuldnge aufgrund der sehr kleinen Durchmesser der Atom-
kerne winkelunabhingig. Das vereinfacht die Auswertung der Ergebnisse, aber
gleichzeitig enthalten diese dann auch weniger Informationen.

Aufgrund der nicht-vorhandenen Ladung ist auch die Absorption von Neutronen
relativ gering, sodass Neutronen iiblicherweise mehrere Zentimeter tief in Materie
eindringen. Das erlaubt Volumeneigenschaften von Proben zu messen, ohne dass
die Ergebnisse stark von Oberflicheneffekten verfalscht werden. Auf der anderen
Seite bedeutet dies aber auch, dass stets sehr grofie Proben verwendet werden
miissen, die ggf. nur schwer zugénglich sind (z.B. Einkristalle).

Die geringe Absorption ermoglicht ebenfalls ,zerstorungsfreie” Untersuchungen
und insbesondere das Vermessen biologischer Proben.

Ein entscheidender Nachteil der Neutronenstreuung ist jedoch, dass die Strah-
lungsquellen (Kernreaktoren) ortsgebunden und hoch kompliziert sind.

3.2. Spezifische Anwendungen

3.2.1. Magnetische Streuung

Es wurde erwahnt, dass die Streulédnge b richtungsunabhéngig ist. Dies gilt jedoch
nur, solange die zu untersuchende Probe kein magnetisches Moment (keinen Spin)
besitzt. Dies liegt daran, dass sich die Streuldnge in Wirklichkeit aus zwei Beitrdgen
zusammen settzt:

b(q) = be £ bm(q) (3.3)

Hierbei ist b. der Beitrag der nuklearen Streuung, die an den Atomkernen statt-
findet und somit richtungsunabhéngig ist. b,,(¢) hingegen ist der Beitrag der ma-
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3. Neutronenstreuung

gnetischen Streuung, welche an der Elektronenhiille stattfindet und somit analog
zur Rontgenstreuung eine Richtungsabhangigkeit aufweist.

Ob eine positive oder eine negative Kombination der Beitrage gewéhlt werden
muss, hangt von der Ausrichtung des magnetischen Moments der Neutronen und
dem der Probe ab (+ bei paralleler Ausrichtung, — bei antiparalleler Ausrich-
tung).

Das bedeutet also, dass in einer nicht-magnetischen Probe b = b, gilt, was dazu
fithrt, dass das Experiment vollkommen richtungsunabhéngig wird. Wird dagegen
eine magnetische Probe untersucht, so spalten die Peaks der reinen Kernstreuung
auf (durch den richtungsunabhéngigen Beitrag b,,(q)).

Es zeigt sich, dass sich der Beitrag b,,(q) durch

62

bin(q) = i+ Hat - fm(Q) (3.4)

2mc?

berechnet werden kann. p,, ist das magnetische Moment des Neutrons, j, ist das
magnetische Moment der Elektronenhiille des Atoms und f,,,(¢) ist der magnetische
Formfaktor. Analog zum Formfaktor bei der Rontgenstreuung handelt es sich bei
fm(q) um die Fouriertransformierte der elektronischen Spindichte.

b. - Kern

fm(q), FT. Spindichte - Elektronenhiille

norm. Streulange

Abbildung 3.1.: Schematischer Verlauf von b, und des magnetischen Formfaktors
fm- Als Vergleich ist der Formfaktor f, aus der Rontgenstreuung
abgebildet.

Das bedeutet, dass mittels der Neutronenstreuung Informationen tiber den Ma-
gnetismus (und dessen Ausrichtung) in einer Probe gewonnen werden kann. Es
lassen sich beispielsweise Ferro-, Ferri- und Antiferromagnetismus in Festkérpern
untersuchen.
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3.2. Spezifische Anwendungen

3.2.2. Kontrastvariation

Dieses Verfahren wird sehr oft im Bereich der ,soft and biological matter* einge-
setzt, da es sich zur Untersuchung von (Bio-)Polymeren, Mizellen, Vesikeln, etc.
in wassriger Losung eignet.

Die Grundlage dieses Verfahrens ist, dass die Isotope Wasserstoff und Deuteri-
um (signifikant) unterschiedliche Streulingen aufweisen (b(H) = —0,37 - 1072 cm,
b(D) = 0,67-10"'%cm).

Das Streuvermogen einer Probe wird durch die sogenannte
pn charakterisiert.

Na Nap
=2 .N"N;b; = =25 N Ny, 3.5
B 35)
Die Summe lauft dabei iiber die Atome eines Molekiils das N; Atome der Streulénge
b; besitzt.

Konkret ergibt sich py(D;0) = 6,4 - 10 =5 und pn(H,0) = —0,5-10'° _L;. Ein
D,O/H,0 Gemisch als Losemittel fiir die Probe kann somit einen sehr breiten
Streulédngendichte-Bereich abdecken (abhéngig vom Mischungsverhéltnis).

6,5

pN/lolo 1

cm?

O F e
-0,

Abbildung 3.2.: Abhéngigkeit der Streuléngendichte vom Mischungsverhéltnis in
D,O/H,0
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3. Neutronenstreuung

Diese Eigenschaft wird bei der sogenannten ausgenutzt. Zum
Verstéandnis muss erwahnt werden, dass bei Experimenten lediglich der Unterschied
der Streuldangendichte der Probe zum Lésungsmittel gemessen werden kann (wenn
sie gleich ist, kann die Probe nicht vom Losungsmittel unterschieden werden). Das
bedeutet, dass ein D,O/HyO-Gemisch genau auf die Streulangendichte einer Pro-
be eingestellt werden kann, sodass die Probe dann im Experiment ,unsichtbar
wird. Allerdings haben unterschiedliche Bereiche in Makromolekiilen auch unter-
schiedliche Streuldngendichten, sodass das Losungsmittel immer nur einen Teil des
Molekiils ,,verschwinden® lassen kann. Das erlaubt dann allerdings, dass bestimmte
Bereiche unabhéngig von anderen untersucht werden kénnen, was unter Anderem
fiir die Strukturaufklérung solcher komplexen Molekiile von unschiatzbarem Wert
ist. Bei diesem Verfahren wird auch vom ,contrast matching® gesprochen.
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4. Lichtstreuung

Bei der Lichtstreuung wird die statische und dynamische Lichtstreuung unterschie-
den. Im ersten Fall wir die gemittelte Intensitat in Abhéngigkeit des Streuwinkels
gemessen, wohingegen im zweiten Fall die zeitliche Variation der Intensitit bei
einem festen Streuwinkel gemessen wird.

Mit Hilfe dieser Techniken kénnen die Molmasse und die Form geléster Makromo-

lekiile bestimmt werden. Dariiber hinaus ist auch die Bestimmung von Diffusions-
koeffizienten und weiteren Eigenschaften moglich.

4.1. Statische Lichtstreuung

4.1.1. Elementarer Streuprozess

Betrachtet werden soll ein punktférmiges Teilchen im Vakuum. Fiir ein solches

Teilchen gilt in jedem Fall a < %, wobei a der Durchmesser des Teilchens ist. Das

bedeutet, dass der Streuprozess als Rayleigh-Streuung beschrieben werden kann.

Das elektrische Feld der elektromagnetischen Strahlung induziert einen oszillieren-
den Dipol ji am Ort 7= 0 des Teilchens:

w(t) = aBe(t) = aFyexp(iwt) (4.1)
« ist herbei die Polarisierbarkeit des Teilchens.

Der induzierte Dipol schwingt mit der selben Frequenz, wie die anregende Welle. Es
handelt sich um einen ,Herzschen Dipol“. Das bedeutet auch, dass die Intensitét
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4. Lichtstreuung

proportional zum mittlere Quadrat der 2-ten zeitlichen Ableitung des Dipolmo-

ments ist.
0
he <<aﬁ)>

Auflerdem ist die gemessene Intensitéit richtungsabhéngig, da sich die durch den
oszillierenden Dipol erzeugte Strahlung torusférmig von dem Dipol ausbreitet. Das
bedeutet, dass genau in Verlangerung des Dipolmoments keine Intensitat detek-
tierbar ist.

Abbildung 4.1.: Skizze zur Veranschaulichung der Richtungsabhéngigkeit der emit-
tierten Strahlung eines Herzschen Dipols. Der Dipol schwingt par-
allel zur y-Achse. Wird in der xy-Ebene detektiert, so ist die In-
tensitdt abhangig vom Winkel ¢ zur Schwingungsrichtung, da sich
die Strahlung torusférmig in z- und z-Richtung ausbreitet. Bei ei-
ner ., Draufsicht“ breiten sich die Wellen konzentrisch vom Streuer
aus.

Durch quantitative Analyse des Sachverhalts aus Abb. kann die
hergeleitet werden:

o?r? 1 sin*(¢)

I'=1I,- =N R vertikale Polarisation (4.2)
n2 1 1 2(20
I'=1,- Oée(;: B Jr(:(]);() unpolarisiertes Licht (4.3)
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4.1. Statische Lichtstreuung

Die Rayleigh-Formel beschreibt dabei die Streuung an einem einzelnen, kleinen
Teilchen. Bemerkenswert ist der A\=*-Term. Daraus geht hervor, dass das Streuver-
mogen mit grofferer Wellenlédnge drastisch abnimmtﬂ

4.1.2. Streuung an kleinen Teilchen in Losung

Betrachtet werden soll nun die Streuung von N Teilchen (beschaffen wie im vor-
herigen Kapitel beschrieben) in einem Streuvolumen V. Auflerdem sollen diese
Teilchen nun in Losung vorliegen, wobei die Losung als ideal angenommen wird.

Iy

J

Vv (20)

e

Abbildung 4.2.: Skizze zur Hlustration der Winkelabhéngigkeit des Streuvolumens
V

Aus Abb. [4.2] wird deutlich, dass das Streuvolumen vom Streuwinkel 20 abhéngig
ist. Die Anzahl der Streuer im Streuvolumen ist gegeben als

V(20)

N(20) = S Ny (4.4)

¢ ist dabei die Massenkonzentration des zu untersuchenden Stoffes.

Satt der Polarisierbarkeit a@ der einzelnen Teilchen, kann in einer Losung ledig-
lich die Differenz der Polarisierbarkeit des Teilchens und des Loésungsmittels da
detektiert werden.

da = o — arm

'Dies ist der Grund, warum der Himmel blau erscheint
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4. Lichtstreuung

Aufgrund der Brownschen Molekularbewegung ergeben sich Schwankungen in der
lokalen Konzentration c,,, was seinerseits wieder zu Fluktuationen in d« fithrt. Dies
ist der Effekt der letztendlich fiir die Streuung einer Probe in Losung verantwortlich
ist.

Diese Differenz der Polarisierbarkeit kommt auch in der ,Lorentz-Lorenz-Glei-
chung® vor:

C

2 2 m
nL_nLM: N 'NA'(SO[

g0 M

ny, ist der Brechungsindex der Losung und npy; der des reinen Losungsmittels.

Rein formal gilt auflerdem

ny —niy = (ng +nia) -(np — nom)
—_——
%2TLLM
Die getroffene Naherung ist zuléssig, sofern die Konzentration der zu untersuchen-
den Substanz in der Losung relativ gering sind (was typischerweise der Fall ist).

Insgesamt resultiert hieraus somit

NA Cm 1
np—Nm~< — 7. :
€0 M QnLM

da (I)

Mit Hilfe dieses Zusammenhangs lédsst sich eine Formel fiir das
finden. Das Brechungsinkrement beschreibt die Abhéangigkeit des Bre-
chungsindex der Losung np, von der Konzentration der gelosten Substanz c,,:

(anL> ~ nn — NLm (4 5)
p, T

e Cm
Alternativ lasst sich Gleichung (4.5) auch umschreiben zu

8nL
nL - nLM ~ a? * Cm
m
»,T

Hiermit l&sst sich [I| folgendermaflen schreiben, um einen Ausdruck fiir die Polari-
sierbarkeitsdifferenz da zu erhalten:

8CL M
Sav = 20 - np - | —= L
“ 0 <8cm>pT NA
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4.1. Statische Lichtstreuung

Fiir eine vertikale Polarisierung héngt die Intensitit der gestreuten Strahlung I’
lediglich von der Anzahl der Streuern N(20) (siche Gleichung (£.4)) ab. Diese
Anzahl wird dann jeweils mit der Streukraft eines einzelnen Teilchens mit da
multipliziert, um auf die gesamte Streuintensitit zu kommen. Die konkrete Formel
fiir ¢ = 90° hierfiir lautet

2
I, _ V(26)Io ) 47r2n12_JM ‘ 877,L e, - M
R? NA)\4 acm T

—_——— b,

Apparate Grofien

opt. Konstante K

Mit der Definition des

I/RQ
- 4.
Fe V(20)1, (4.6)

kann diese Gleichung stark vereinfacht werden:

vert. polarisiert:  Rsg, = K¢, - M (4.7)

1 2(2
unpolarisiert: Ryo = K - +C028(6) “Cm - M (4.8)

Mit Hilfe von Gleichung (4.7) kann die molare Masse der untersuchten Teilchen

bestimmt werden: % .
c
™ o 1 9Be, + ... 4.9
oon T 2Bem + (4.9)

Die weiteren Terme in dieser Gleichung stammen aus einer Virialentwicklung, die
die Nicht-Idealitat der Losung berticksichtigen. In diesen Fallen muss zur Bestim-
mung der Molmasse auf ¢,, = 0 extrapoliert werden, wie in Abb. gezeigt.

Kem
RQ@,U
Bsp. realer Losungen
Ideal Losung
1
M

Cm

Abbildung 4.3.: Graphische Bestimmung der Molmasse tiber Gleichung 1|
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4. Lichtstreuung

Was in Gleichung (4.7) ebenfalls erkannt werden kann ist, dass das Rayleigh-
Verhéltnis fiir vertikale Polarisation winkelunabhangig ist. Das bedeutet, dass die
Messung keine Information iiber die Form der Teilchen enthéihﬂ

4.1.3. GroBe Teilchen in Losung

Die hier betrachteten Teilchen sollen einen Durchmesser % <a< % haben. Das
bedeutet, dass die Teilchen auch intrapartikuldre Interferenz erzeugen. Dies fiihrt
zu einem winkelabhéngigen Formfaktor P(©), bzw. P(q). Es handelt sich dabei

um ein Analogon zu f?(q) aus der Réntgenbeugung.

Der winkelabhéngige Formfaktor resultiert nun auch in einer winkelabhéngigen
Streuung und somit auch in einem winkelabhéngigen Rayleigh-Verhéltnis.

Die mafgebliche Grofle fiir die Winkelabhéngigkeit ist die Polarisierbarkeits-, bzw.
Massenverteilung des jeweiligen Teilchens. Naherungsweise kann

P(q) = exp(—;(fﬂ’;) ~1— qi??’ (4.10)
geschrieben werden. R, ist hierbei der sogenannte (auch: ,,Streu-
massenradius“ oder | Tragheitsradius®):

1 Nu N

N,, ist die Anzahl individueller Massenpunkte innerhalb des Streuuers.

Der Gyrationsradius ist somit also der mittlere, quadratische Abstand der Massen-
punkte vom Schwerpunkt des Streuuers. Gleichermaflen entspricht er dem Abstand
einer Punktmasse mit gleicher Masse wie der Streuer, die so das selbe Tragheits-
moment, wie der Streuer besitzt.

Der Formfaktor P(q) kann durch Einsetzen der Definition des Streuvektors gemafl
Gleichung (1.10)) in Abhéngigkeit des Winkels © beschrieben werden:

167T2R§

PO)~1- e

-sin?(0)

2Die Teilchen sind zu klein, um einen messbaren Effekt zu erzeugen
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4.1. Statische Lichtstreuung

Der Ausdruck fiir das Rayleigh-Verhaltnis bei vertikaler Polarisierung und ¢ = 90°
kann aus Gleichung hergeleitet werden, indem die rechte Seite mit oben
bestimmten Formfaktor multipliziert wird. Dies griindet auf der Tatsache, dass
die gestreute Intensitidt aus Gleichung im Falle grofler Streuuer mit dem
Formfaktor multiplizieren muss.

1672 R?
RZ@,U = KCmM : (1 - ;T)\Q ’ Sin2(®)> (412)

Die bei der statische Lichtstreuung detektierte Strahlungsintensitat ist fiir den
Fall der hier behandelten , grolen” Streuern stark Winkelabhangig. Das bedeutet,
dass auch das Rayleigh-Verhéltnis stark winkelabhéngig ist (vgl. (4.6)). AuSerdem
flieft die Form des Teilchens wesentlich in die Winkelabhéngigkeit mit ein. Das
mag aus Gleichung nicht sofort ersichtlich sein, aber aus der Definition des
Gyrationsradius R, in Gleichung geht hervor, dass hier alle Positionen der
im Streuuer vorkommenden Massenpunkte vorkommen (wenn auch nur radial -
also nur ihr Abstand vom Massenschwerpunkt).

Es zeigt sich dass einige besondere Formen des Streuuers eine geschlossene Form

von Gleichung (4.11]) erlauben:

Kugel: R; = §R2 (Radius R)
L2
Stab:  R2 = 13 (Lénge L)
1
Ellipsoid: ~ R? = g(a2 +b%+¢?)  (Halbachsen a,b,c)
1 - _
Zufallsknéuel: R = 6h2 (Fadenendabstand h)

Um die Molmasse aus Gleichung (4.12) zu bestimmen, muss auf ¢,, — 0 und
gleichzeitig auf © = 0 extrapoliert werden:

Eine grafische Methode zur Losung dieses Grenzwertes ist der sogenannte ,,Zimm-
Plot*.
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4. Lichtstreuung

Kem
RQ@,'L}
Cm,3

Cm,2

S

sin?(0) + k- ¢,

Abbildung 4.4.: Schematische Darstellung eines Zimm-Plots. Aus vorhandenen
Messdaten, die jeweils bei konstantem Winkel © (blau) oder kon-
stanter Konzentration ¢,, (rot) aufgenommen wurden, wird auf
Cm = 0, bzw. © = 0° extrapoliert (gestrichelte Geraden). Der y-
Achsenabschnitt der extrapolierten Geraden entspricht der inver-
sen Molmasse.

Sind die streuenden Teilchen grofler, als %, so tritt Mie-Streuung auf, was die

quantitative Behandlung sehr kompliziert macht. Hierauf soll in diesem Rahmen
nicht weiter eingegangen werden.

4.2. Dynamische Lichtstreuung

Bei der dynamischen Lichtstreuung wird die zeitliche Fluktuation der Streuinten-
sitdt I'(t) bei einem konstanten Streuwinkel gemessen. Dabei schwanken die Werte
zu konkreten Zeitpunkten stets um einen zeitlichen Mittelwert (I'(t)). Ursache fur
diese Schwankungen sind statistische Interferenzen aufgrund von

» Brownscher Bewegung der Streuzentren relativ zueinander (Translation)

« Rotation

 Interne Moden (z.B. Molekiilschwingungen )
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4.2. Dynamische Lichtstreuung

Rotationen und interne Moden spielen allerdings nur bei grofien g-Werten eine
Rolle, da geméf Gleichung (|1.10]) in diesen Féllen sehr kleine (molekulare) Dimen-
)

sionen erfasst werden konne

Essentiell bei der dynamischen Lichtstreuung ist, dass die Zeitskala der Messung
wesentlich kleiner, als die Zeitskala der zu messenden Fluktuationen sein muss.
Diese liegt iiblicherweise im Bereich von 107%s, wohingegen die iibliche Zeitauflo-
sung einer Messung bei 10 — 100 ns liegt.

Bei der Untersuchung unterschiedlicher Systeme stellt sich heraus, dass die detek-
tierten Fluktuationen auf unterschiedlichen Zeitskalen auftreten. Das bedeutet,
dass die Frequenz der Fluktuationen unterschiedlich ist und somit jedes System
eine charakteristische Fluktuationszeit aufweist.

Zur Quantifizierung dieses Phanomens wird die
C(7) verwendet:

Clr)=(I'(t)- I'(t+ 7)) zn: 't +7) (4.13)

n Messpunkte I’(t;)

Die Grenzwerte von C(7) sind relativ einfach bestimmbar:

lim (C(7)) = (I'(t) - I'(1)) = (I”(1))

lim (C(r)) = (I'(t) - I'(t + 00)) = (I'()) - {I'(t +00)) = {I'(t))”

' @)

Der Zusammenhang (I'(t + oc0)) = (I'(t)) gilt fur unkorrelierte Phdnomene (wozu
dynamische Lichtstreuung zahlt). In Worten bedeutet dies nichts anders als ,,Der
Mittelwert der detektierten Intensitat ist flir grole Zeitverschiebungen der selbe,
wie zum Zeitpunkt ¢ Dies gilt, da bei einer geniigend groflen Verschiebung keine
Aussage mehr gemacht werden kann, was fiir einen Wert die Intensitéit zu diesem
Zeitpunkt einnehmen wird, da die Fluktuationen nicht perfekt periodisch sind.

Bei einfacher Brownscher Bewegung ergibt sich ein mono-exponentieller Abfall fiir
C(1):
C(r) = Ay + Ayexp(—2I'7)

3Grofle ¢-Werte bedeuten, dass die verwendete Wellenléinge klein sein muss, sodass sie auf der
entsprechenden Groéflenskala mit den Streuern interagieren kann
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4. Lichtstreuung
Ay = (I'(t))%, Ay = (I%(t)) — (I'(t))* und T ist die inverse Relaxationszeit:
I' = D¢?
D wiederum ist der Diffusionskoeffizient der Teilchen in der vorliegenden Losung.

Die Halbwertszeit 7y ist dann gegeben als

1 1

70

2D 2T

As

Abbildung 4.5.: Verlauf von C(7) fiir den Fall einfacher Brownscher Bewegung.

Wie eingangs erwahnt, fluktuiert die detektierte Intensitéat I'(¢) um einen zeitlichen
Mittelwert (I'(t)). Somit lasst sich I'(¢) als

I'(t) = (I'(8)) + 51'(1)

ausdriicken, wobei dI'(t) die momentane Abweichung vom Mittelwert ist. Somit
muss (61'(t)) = 0 gelter|]] Hieraus lisst sich ableiten, dass

I%(8) = ('(6)" + 2{0(£) 81'(8) + (31'(2))?
& (1) = (IO +2(I'() (6T'(1)) + (6T (1))

& (1)) = (') = A = (6I'1)?)

4 Andernfalls wéire der Mittelwert der Intensitét nicht der Mittelwert
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4.2. Dynamische Lichtstreuung

Das bedeutet also, dass der Koeffizient A, nichts anderes, als das mittlere Schwan-
kungsquadrat der Fluktuation ist.

Dariiber hinaus kann fiir den Fall einfacher Brownscher Bewegungﬂ aus dem Abfall
von C(71) (und/oder der Halbwertszeit) der Diffusionskoeffizient D berechnet wer-
den. Mit Hilfe der Stokes-Einstein-Beziehung (vgl. Gleichung (3.14))) kann somit
der hydrodynamische Radius 7y (r in der referenzierten Formel) der untersuchten
Probe bestimmt werden:

kT
= 6mnD

Dynamische Lichtstreuung (DLS - ,Dynamic Light Scattering®) misst Diffusions-
koeffizienten im Bereich 10~ — 10710 m; und detektiert somit Teilchen im Bereich
zwischen 5nm und 5 gm. Somit eignet sich diese Methode zur Untersuchung von
Proteinen, Polymeren und Nanoteilchen, nicht aber zur Untersuchung kleiner Mo-

lekiile.

°Bei kleineren g-Werten spielen Rotation und innere Moden wie eingangs erwiihnt keine Rolle
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Teil Il.

Statistische Thermodynamik
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1. Grundlagen

1.1. Ziele

Das Ziel der statistischen Thermodynamik ist es Eigenschaften makroskopischer
Systeme (,,thermodynamische Systeme®) auf Grundlage molekularer Eigenschaften
zu erkldren. Sie schlagt somit die Briicke zwischen der Quantenmechanik und der
klassischen Thermodynamik.

1.2. Grundlagen

1.2.1. Mikro- und Makrozustande

Der umfasst die vollstdndige, molekulare Beschreibung des Sys-
tems. Fir ein System mit f molekularen Freiheitsgraden (z.B. Translation oder
Rotation) kann der Mikrozustand in quantenmechanischer Beschreibung mittels
eines f-dimensionalen Vektors

F: (nl,ng,...,nf)

in einem f-dimensionalen Raum beschrieben werden. Hierbei sind die n; die zu
den einzelnen Freiheitsgraden gehorigen Quantenzahlen.

Angenommen das betrachtete System bestiinde aus N Gasatomen, die jeweils 3
Translationsfreiheitsgrade besitzen, ergibt sich eine Gesamtzahl von Freiheitsgra-
den von f = 3N. Soll das System klassisch (geméafi der Newton’schen Mechanik)
beschrieben werden, ist die Angabe des Orts und des Impulses jedes Atoms not-
wendig. Fiir den Mikrozustand in klassischer Beschreibung ergibt sich somit ein
6 N-dimensionaler (=2 f-dimensionaler) Raum fiir die Beschreibung:
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1. Grundlagen

T = (pxlapybpzly <o qz15,qy1, 4921, - - )

f Impulskoordinaten f Ortskoordinaten

Dieser scheinbare Widerspruch zwischen den beiden Beschreibungen hat seine Ur-
sache in der Tatsache, dass die klassische Beschreibung die Heisenbergsche Un-
schéarferelation verletzt. Dies ist allerdings ein Detail, um welches sich spéter ge-
kiimmert werden soll.

Im Gegensatz hierzu beinhaltet der die thermodynamisch voll-
standige Beschreibung des Systemsﬂ

Beispielsweise wird der Makrozustand eines isolierten Systems durch folgende An-
gaben festgelegt:

o Art (Au, Ny, ..) und ggf. Zusammensetzung des Systems (z.B. iiber Molbriiche

o Gesamtteilchenzahl N = const.

o Gesamtenergie F = const.

e Volumen V' = const.
Die letzten beiden Forderungen beinhalten, dass das System weder Warme noch
Arbeit mit der Umgebung austauscht (wie es sich fiir ein isoliertes System ge-

hort).

Aufgrund der angegebenen Groflen wird auch von einem sogenannten
gesprochen.

Als Beispiel fir Mikro- und Makrozustande soll ein System aus 3 He-Atomen
betrachtet werden. Es soll gelten, dass aufgrund der Beschaffenheit des Systems
E; € {0,¢,2¢,3¢} gelten soll, wobei E; die quantenmechanisch erlaubten Energie-
niveaus sind. Des Weiteren soll gelten Eges = 3e.

Der Makrozustand eines solchen Systems ist somit beschrieben durch die Teilchen-
zahl und -art N = 3 He Atome, der Gesamtenergie F = 3¢ = const., sowie des

1Zur Erinnerung: Die Thermodynamik kennt das Konzept eines Atoms oder Molekiils nicht. Es
handelt sich also um eine Beschreibung mittels (mehr oder minder) abstrakter Grofen.
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1.2. Grundlagen

Volumens V' = Vj = const..

Bei den Mikrozustanden gibt es hingegen mehrere Moglichkeiten:

E
3e [ ]
2e o

0 @ ® O

Abbildung 1.1.: Mogliche Mikrozusténde (ohne Permutationen) des Systems.

Wie in Abb. zu erkennen, gibt es stets eine grofie Zahl © moglicher Mikrozu-

stande, die zu einen einzigen Makrozustand realisieren.

Alle erlaubten Mikrozustande eines isolierten Systems sind gleich wahr-
scheinlich.

1
P =— 1.1
’ (11)

1.2.2. Verteilung und Gewichte

Betrachtet werden soll ein System aus N Teilchen mit den erlaubten Energiezu-
standen gg,e1,...,¢&;.

Die Verteilung [(=;) gibt an, wie viele (nicht aber welche) Teilchen einen be-
stimmten Zustand e; besetzen. Befinden sich ngy Teilchen in Zustand gq, n; in &4,
usw., so lasst sich diese diskrete Verteilung in Kurznotation als

f:(no,nl,...,ni)

schreiben. Visualisiert werden kann eine solche Verteilung mittels eines Histo-
gramms.
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1. Grundlagen

Beim Arbeiten mit Verteilungen miissen ggf. Nebenbedingungen beachtet werden.
In einem isolierten System ware das beispielsweise >, n; = N = const. und >, ¢; =
Eges = const.. E|

Das einer Verteilung f gibt an, durch wie viele Mikrozustéande eine
bestimmte Verteilung f(e;) realisiert werden kann.

Daraus resultiert, dass die Gesamtzahl moglicher Mikrozustande €2 in einem Sys-
tem stets gleich der Summe aller Gewichte 2 sein muss.

Q=30 (1.2)
f

Beispielhaft soll wieder das System mit N = 3 He-Atomen mit den jeweiligen
Energiezustanden ¢; € {0, ¢, 2¢, 3¢} betrachtet werden. Wenn wiederum gilt, dass
die Gesamtenergie des Systems E,es = 3¢ ist, so ergeben sich insgesamt 3 mogliche
Verteilungen:

Tabelle 1.1.: Moégliche Verteilungen fiir das beispielhafte System. n; gibt dabei an,
wie viele Teilchen in dem Zustand mit Energie ¢; sind.

Verteilung ng ny ne ng

I 0o 3 0 0
IT 2 0 0 1
I1I 11 1 0

Zu jeder dieser Verteilung gibt es jetzt eine unterschiedliche Anzahl an Mikrozu-
stdnden. Wenn die einzelnen Teilchen mit A, B und C' gekennzeichnet werden,
konnen die Mikrozustande folgendermafien geschrieben werden:

Tabelle 1.2.: Mogliche Mikrozustande zu den Verteilungen aus Tabelle

Teilchen Verteilung I Verteilung 11 Verteilung 11
A € 3 0 0 0 0 ¢ 2 e 2
B € 0 3¢ O e 2 0 0 2 ¢
C € 0 0 3¢ 2 e 2 ¢ 0 O

2Das bedeute beispielsweise, dass nicht einfach ein Teilchen aus Zustand e; in Zustand e
gebracht werden kann, da dies die Gesamtenergie des Systems verdndern wiirde.
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1.3. Isolierte Systeme: Wahrscheinlichste Verteilung

Aus Tabelle[1.2| geht hervor, dass das Gewicht fiir Verteilung I Q; = 1, das Gewicht
fiir Verteilung II ;1 = 3 und €Qp = 6 ist.

Wird nun im Rahmen eines Gedankenexperiments angenommen, dass die Lebens-
dauer eines jeden Zustands 1 s betragt, so bedeutet dies dass bei einer Beobachtung
des Systems iiber 10s beobachtet wiirde, dass dass sich das System fiir 1s in Zu-
stand I, fiir 3s in Zustand II und fiir 6 s in Zustand III befindet.

Alternativ kénnten auch 10 identische Kopien des selben Systems zum selben Zeit-
punkt betrachtet werden, wobei sich herausstellen wiirde dass im Schnitt eines
davon in Zustand I, drei in Zustand II und sechs in Zustand III sind.

In diesem Experiment wére also der zeitliche Mittelwert der selbe, wie der Schar-

mittelwert. Das bedeutet, dass beide Formen des Experiments das selbe Ergebnis

liefern wiirden. Ist diese Eigenschaft vorhanden, wird von einem sogenannten
System oder von gesprochen.

Allgemein gilt fiir eine Verteilung f(ng, nq,na,...,ny) eines Systems aus N Teil-
chen, dass das Gewicht der Verteilung €2y durch

N!
Q= (1.3)

gegeben ist.

Dabei existiert stets eine Verteilung, die das grofite Gewicht €2, besitzt. Diese
wird als bezeichnet. Fir N — oo gilt Q. — §2,
was bedeutet, dass fiir Vielteilchensysteme nur die wahrscheinlichste Verteilung
relevant ist, da in dieser Verteilung praktisch alle moglichen Mikrozustande €2 des
Systems enthalten sind. Daraus resultiert, dass die (thermodynamischen) Eigen-
schaften des Systems rein durch diese eine Verteilung dominiert/bestimmt wer-
den.

1.3. Isolierte Systeme: Wahrscheinlichste Verteilung

Als Grundlage der folgenden Betrachtung soll ein isoliertes System aus N Teil-
chen mit den Quantenzustinden ¢ dienen. Die zu einem Quantenzustand gehorige
Energie sei ¢;.
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1. Grundlagen

Aus dem vorherigen Abschnitt ist bereits bekannt, dass die Eigenschaften des Sys-
tems durch die wahrscheinlichste Verteilung dominiert wird. Es stellt sich daher
die Frage, wie diese aussieht. Die kennzeichnende Eigenschaft der wahrscheinlichs-
ten Verteilung ist die, dass sie die Verteilung mit dem maximalen Gewicht ist. Das
bedeutet also, dass sie sich als Maximum von Gleichung ergibt.

Da Fakultdten im Allgemeinen eher unhandlich sind, kann alternativ auch nach
dem Maximum von In(€2;) gesucht Werdenﬂ.

Uber die Rechenregeln fiir Logarithmen ergibt sich

In(Qy) = In(N!) — In (H nj!)

Allerdings missen wahrend der Bestimmung des Maximums noch einige Nebenbe-
dingungen eingehalten werden:

k
> n; = N = const. (I)
i=1

k
Zniai = E,es = const. (IT)
i=1

Gleichung fordert, dass die Teilchenzahl N in dem betrachteten System kon-
stant bleibt und Gleichung fordert das selbe fiir die Energie des Systems.
Beide Forderungen stammen aus der Grundannahme, dass es sich um ein isoliertes
System handeln soll.

Es handelt sich somit um die Bestimmung eines Maximums einer mehrdimensio-
nalen Funktion unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen. Hierfiir wird kann
das Lagrange-Verfahren verwendet werden. Daraus resultiert folgender Ansatz:

k k
on; njti i=1 i=1

<:>zk:(5ni [(alg(n?f)) —a—ﬁal-] L0
izt

=1

s.
I M?r
LN

!
=0

3Dies ist moglich, da die Logarithmus-Funktion streng monoton steigend ist und somit ein
Maximum des Logarithmus auch ein Maximum seines Arguments bedeutet.
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1.3. Isolierte Systeme: Wahrscheinlichste Verteilung

Durch Anwenden der sogenannten Stirling-Nédherung

In(N!) ~ NIn(N) — N (1.4)

ergibt sich hieraus

0In(Qy) B
( on; )n# = ot pe

sodass letztendlich gilt:
1y
% = exp(—a) - exp(~ <)

Eingesetzt in die Nebenbedingung (|I}), resultiert
k k
N =>"n; =) XNexp(—a)exp(—fs)

1= Zexp(—a) exp(—pfe;)

Letzten Endes ergibt dies dann

exp(—a) ! ! (15)
Zf exp(—fe;) =
z wird hierbei als bezeichnet.
k
z= Zexp(—ﬁ&?i) (1.6)

Aus weitergehenden Betrachtungenﬁ (welche an dieser Stelle iibersprungen werden
sollen), kann der Faktor § als
1

B:kBT

(1.7)

4Hierzu muss die statistische Thermodynamik zunéchst mit dem allgemeinen Faktor 3 weiter
betrieben werden, um dann durch einen Vergleich mit der klassischen Thermodynamik zu
diesem Ergebnis zu kommen.
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1. Grundlagen

bestimmt werden, wobei kg die Boltzmann-Konstante und 7" die absolute Tempe-
ratur ist.

Somit sind sowohl «, als auch § bekannte Grofien, sodass die wahrscheinlichste
Verteilung bestimmt ist. Diese Verteilung wird als Boltzmann-Verteilung be-
zeichnet.

Der Bruchteil 3 der Teilchen, die sich in der wahrscheinlichstem Verteilung
im Quantenzustand ¢ der Energie ¢; befinden, ist gegeben als

ni _ exp(—pfe;)

X - (1.8)

1.3.1. Interpretation von z

Aus Gleichung geht hervor, dass z ~ k fiir ¢; < kgT und z =~ 0 fiir ; > kgT.
Das bedeutet, dass z ungefihr angibt, wie viele Zustande eines Teilchens bei gege-
bener Temperatur T thermisch zuganglich sind. Aquivalent dazu gibt z ungefihr
die Zahl der Zustande ¢ an, in denen das Teilchen bei gegebener Temperatur auf-
treten kann.

1.3.2. Entartete Energieniveaus

In der Quantenmechanik kommt es haufig vor, dass verschiedene Zustéande die selbe
Energie ¢; haben - sie sind entartet. Das bedeutet, dass Terme in Gleichung (|1.8])
mehrfach vorkommen. Stattdessen bietet es sich also an, mit Energieniveaus j statt
einzelner Zustédnde ¢ zu rechnen und die Entartung iiber die Entartungsfaktoren
g; zu berticksichtigen.

Der Bruchteil "ﬁj der Teilchen, die sich in der wahrscheinlichsten Verteilung

im g;-fach entarteten Energieniveau j der Energie €; befinden, ist gegeben
als (o)

n; exp(—pf¢;

Nj =g ——2 (1.9)

z
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1.4. Geschlossene Systeme

In Gleichung (1.9) ist die molekulare Zustandssumme z nun ebenfalls iiber Ener-
gieniveaus definierbar:

2 =2 g;exp(—pe;) (1.10)

J

1.4. Geschlossene Systeme

Betrachtet werden soll ein geschlossenes System bei T" = const., V' = const. und
N = const.. Ein solches System wird als kanonisches Ensemble oder auch
als N, V., T-Ensemble bezeichnet. Als praktisches Beispiel kann ein System mit
metallischen Wanden in einem Wérmebad betrachtet werden.

Da die Temperatur des Systems konstant ist und keine Volumenarbeit mit der
Umgebung ausgetauscht werden kann (konstantes Volumen!), muss die Energie
des Systems zwangsldufig um einen zeitlich konstanten Mittelwert variieren. Das
bedeutet, dass zwar die Energie selbst nicht konstant ist, wohl aber ihr zeitliches
Mittel. Diesen Wert zu berechnen, stellt sich allerdings als etwas knifHig dar.

Die Losung dieses Dilemmas wurde von Gibbs mit Hilfe der Ergodenhypothese be-
schrieben: Der Scharmittelwert tiber n Kopien des geschlossenen Systems, die iiber
ein Warmebad der Temperatur 7" miteinander im thermodynamischen Gleichge-
wicht stehen, ist gleich dem zeitlichen Mittelwert eines einzelnen Systems.

O Systemkopie

Wasserbad mit
diathermischen Wanden

Abbildung 1.2.: Schematische Darstellung von n = 9 Kopien des selben Systems in
einem Wérmebad der Temperatur 7 (isoliert iiber diathermische
Wiénde).
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1. Grundlagen

Ausgehend von einem System wie in Abb. kann nun analog zu Abschnitt
vorgegangen werden, wobei ausgenutzt wird, dass das Warmebad, in welchem sich
die geschlossenen Systeme befinden, seinerseits ein isoliertes System ist.

Analog zu Gleichung (1.3) kann die Anzahl der moglichen Mikrozusténde 2 des
isolierten Systems (dem Warmebad) iiber

n!

= Hini!

(1.11)

berechnet werden. Hierbei gibt n die Anzahl der Systemkopien und n; die Anzahl
der Systemkopien in Zustand ¢. Jeder dieser Zustande ist mit einer Systemenergie
E; verkntpft.

Auch hier treten wieder entartete Zustande auf, deren Entartungsgrad hier mit €2,
bezeichnet werden soll.

Der Bruchteil ©+ der geschlossenen Systeme, der sich in der wahrscheinlichs-
ten Verteilung im §2;-fach entarteten Systemniveau j mit der Systemenergie
E; befinden, ist gegeben als

n; exp(—pE;)

h_ SRR (1.12)

In Gleichung ((1.12) ist Z die kanonische Zustandssumme (auch: ,Systemzu-
standssumme*).

Z = Zexp(—ﬂEi) = ZQj exp(—pE;) (1.13)

1.5. Molekiil- und Systemzustandssumme

In diesem Kapitel soll der Zusammenhang zwischen der Molekiil- und der System-
zustandssumme hergestellt werden. Hier soll dabei nur der Fall der sogenannten
unkorrelierten Teilchen behandelt werden, in dem der Zustand und die Ener-
gie eines Teilchens (1) unabhéngig von den Zustdnden und Energien aller anderen
Teilchen ist.

60



1.5. Molekiil- und Systemzustandssumme

1.5.1. Unabhangige, identische & lokalisierbare Teilchen

Die Tatsache, dass die Teilchen lokalisierbar sind, ist gleichbedeutend dazu, dass
die Teilchen unterscheidbar sein sollen. Bei identischen Teilchen ist dies beispiels-
weise durch eine feste Position (in einem Kristallgitter) zu erreichen.

Zunéachst soll ein System aus N = 2 Teilchen betrachtet werden. Aufgrund der
Lokalisierbarkeit der Teilchen, fithrt jede Kombination der Teilchenzustinde i,
und iy zu einem neuen (und distinkten) Mikrozustand des Systems.

Tabelle 1.3.: Auflistung der moglichen Mikrozustédnde und deren Beitrag zur Sys-
temzustandssumme Z. ¢;(k) zeigt an, dass sich das Teilchen (k) ge-
rade in dem Energieniveau ¢; befindet.

Mikrozustand Beitrag zu Z

er(1) ei(2) exp(—Blei(1) +1(2)])
er(l) e2(2) exp(—ple1(1) + €2(2)])
e1(1) e3(2) exp(—Blei(1) +3(2)])

[£2(1) +1(2)])

51) a2 el

—8 '1
e2(1)  e2(2) exp(—flez(1) +€2(2)])
—Blea(1) +3(2)])

eo(1)  e3(2) exp(

Aus Tabelle [I.3] kann abgeleitet werden, dass fiir die Systemzustandssumme Fol-
gendes gelten muss:

Z = exp[=Be1(1)] - 3 expl—pei, (2)] + exp[—Bea(1)] - 3 exp[—pei, (2)] + -

2(2) 2(2)

— (Z exp[—Pen (1)]) 2(2)

z(1)
=2z(1)-2(2)

Das bedeutet also, dass sich die Systemzustandssumme als Produkt der Molekiilzu-
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1. Grundlagen

standssummen ergibt. Es wird auch von der der Systemzustands-
summe gesprochen.

Fiir ein allgemeines System aus N unabhéngigen und lokalisierbaren Teilchen er-
gibt sich analog

N
Z =] z(n) (1.14)
n=1
Handelt es sich auflerdem um identische Teilchen, so gilt z(1) = 2(2) = ... = z,
sodass sich Gleichung (1.14)) vereinfachen lasst:
Z=2N (1.15)

Dies ist beispielsweise in einem idealen Kristall gegeben. In Fliissigkeiten oder
Gasen hingegen, konnen die Teilchen ihre Platze tauschen und sind somit nicht
langer lokalisierbar.

1.5.2. Unabhangige, identische & nicht-lokalisierbare Teilchen

Da die Teilchen (1) und (2) nicht langer lokalisierbar sind, ist der Mikrozustand
{e1(1)e2(2)} nicht lénger von dem Mikrozustand {e5(1)e1(2)} zu unterscheiden?]

Das bedeutet, dass es sich tatséchlich um ein und denselben Mikrozustand han-
delt.

Es gibt somit weniger Mikrozusténde, als bei dem lokalisierbaren Fall (Gleichung
(1.15))). Rein qualitativ kann also gesagt werden, dass Z < 2™ gelten muss.

Die genaue Herleitung soll an dieser Stelle tibersprungen werden. Im Wesentli-
chen miissen jedoch die Permutationsmoglichkeiten aus Gleichung ([1.15) heraus
gerechnet werden, was letztendlich zu

1
7 = ﬁ-zN (1.16)

fihrt.

Der Fall von N unabhéngigen, identischen und nicht-lokalisierbaren Teilchen ist
beispielsweise fiir ein ideales Gas erfiillt.

Wenn die Teilchen nicht unterscheidbar sind, kann die Zuordnung welches Teilchen (1) und
welches (2) sein soll, nicht mehr getroffen werden
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1.6. Thermodynamische Gréf8en geschlossener Systeme

1.5.3. Wechselwirkende, identische & nicht-lokalisierbare
Teilchen

Dieser Fall tritt fiir reale Gase und insbesondere Fliissigkeiten auf. Hier finden
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen statt. Diese intermolekularen Wechsel-
wirkungen werden tblicherweise klassisch beschrieben.

N ]5-‘2
Eges = Z v +UWW(F1a>FN)

=1
——
Ekin

Die Wechselwirkungsenergie Uy ist dabei von der rdumlichen Anordnung (,,Kon-
figuration“) aller Teilchen im System ab. Aus dieser klassischen Betrachtung re-
sultiert dann auch die

2

Z(N,VT) = hiN [ / O:o exp (—meﬁ> dp] " Q(N,V.T) (1.17)

Hierbei ist h*"N das ,Volumenelement“ eines Quantenzustands im Phasenraum
(7, p-Raum). @ ist das :

Q(N,V,T) = ]\1[!/V.../Vexp(—ﬁwa)dﬂ...dFN (1.18)

Gleichung ([1.18)) ist im Allgemeinen nicht analytisch losbar, weswegen es typi-
scherweise im Rahmen von Simulationen numerisch geldst wird.

1.6. Thermodynamische GroBBen geschlossener
Systeme

1.6.1. Innere Energie

Die innere Energie U eines System entspricht dem Scharmittelwert der fluktuie-
renden Energie E; , wobei gemaf Gleichung (|1.12)) jeder dieser Zustdnde mit einer
Wahrscheinlichkeit ™ auftritt (wobei n die Gesamtzahl der Systeme in der Schar
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1. Grundlagen

ist). Bei der Bestimmung des Mittelwerts handelt es sich also um eine mit dieser
Wahrscheinlichkeit gewichteten Summe der moglichen Systemenergiezustande:

UZE:Z-EF:;E:@a@pﬁ@) (1.19)

Als Nebenrechnung soll nun die Temperaturabhéngigkeit der Systemzustandssum-
me Z bestimmt werden:

%_dziexp(—k?f) _Z E; . (_ EZ>
or dT I e Ny

~ ]{,'BT2Z§ = ZEZ eXp(-BEJ

Somit ergibt sich Gleichung ((1.19)) zu

B » 1 0Z _ ,0In(Z2)
U= kgT 7 aT_kBT o7

Die innere Energie eines Systems kann also iiber die Temperaturabhiangigkeit der
Systemzustandssumme bestimmt werden:

lI:k@T2<aan>Nv (1.20)

or

1.6.2. Freie Energie

Die freie Energie A ist gemafl der klassischen Thermodynamik gegeben als

A=U~-TS (1.21)

Fiir diese Herleitung ist es geschickter stattdessen, die sogenannte , Planck-Funk-
tion“ zu verwenden:

A U
2_Y 1.22
T=7 (1.22)

De Ableitung der Planck-Funktion nach der Temperatur lautet

d(f) T-#-4 -T5-A
dT T2 T
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1.6. Thermodynamische Gréf8en geschlossener Systeme

Die Ableitung der freien Energie nach der Temperatur ist durch die Hauptglei-
chungen der Thermodynamik bekannt:

dA = —SdT — pdV
dA

Durch Einsetzen der Definition der freien Energie (Gleichung (1.21))), sowie der
inneren Energie aus Gleichung ((1.20)) resultiert:

() _=PS-U+PS U __ (9W(2)
ar T2 o Plar )y,

Durch Integration kann somit folgender Ausdruck hergeleitet werden:

A= —kgTn(Z) (1.23)

Bei der freien Energie A handelt es sich um ein ,,thermodynamisches Poten-
tial“ (bzw. eine charakteristische thermodynamische Grofe), was bedeutet,
dass sich alle anderen thermodynamischen Gréfien aus ihr berechnen lassen.
Da nun ein Weg gefunden wurde die freie Energie allein durch Kenntnis der
Systemzustandssumme auszurechnen, kann somit also jede beliebige ther-
modynamische Grole auf Grundlage der Systemzustandssumme berechnet
werden.

1.6.3. Zustandsgleichung

Aus der klassischen Thermodynamik ist bekannt, dass
WRT _ R NT
V. Ny V
~—

kB

p= (1.24)

gilt (fiir ein ideales Gas).
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1. Grundlagen

Aus der Gibbs’schen Hauptgleichung der Thermodynamik ist aulerdem bekannt,

dass
__ (o4
P==\ov ),
gilt.
Mit Hilfe von Gleichung (1.23) kann somit direkt erkannt werden, dass
Jln(Z2)
= kgT 1.25
—— -

gelten muss.

1.6.4. Entropie

Aus der Gibbs’schen Hauptgleichung ist

0A
- (3)
T ) ny

Aufgrund von Gleichung ([1.23)) gilt somit direkt

S = kpIn(Z) + kgT (m;;@) (1.26)

1.6.5. ,,Struktur* der statistischen Thermodynamik

Allgemein kann fest gehalten werden, dass das Grundprinzip der statistischen
Thermodynamik daraus besteht aus den quantenmechanischen Energieeigenwerten
g; auf die Molekiilzustandssummen z zu schlieBen. Diese lassen sich dann (auf eine
im Allgemeinen nicht-triviale Weise) in die Systemzustandssumme Z zusammen
fassen. Aus dieser kann wiederum die freie Energie A berechnet werden, woraus
jede beliebige thermodynamische Grofie abgeleitet werden kann.

&

Abbildung 1.3.: Struktur der statistischen Thermodynamik
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1.6. Thermodynamische Gréf8en geschlossener Systeme

Da die Systemzustandssumme Z der zentrale Bestandteil dieser Briicke zwischen
der mikroskopischen und makroskopischen Beschreibung und somit von zentraler
Bedeutung in der statistischen Thermodynamik ist, wird sie auch als ,Wellenfunk-
tion der statistischen Thermodynamik® bezeichnet.
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2. Anwendungen der statistischen
Thermodynamik

2.1. Molekulare Zustandssummen

In einem mehratomigen Molekiil verteilt sich die Gesamtenergie des Gesamtsys-
tems auf verschiedene molekulare Freiheitsgrade:

e Translation in z, y und z
» Rotation

e Schwingung

« elektronische Anregung

Die Translationsfreiheitsgrade werden auch als ,&duflere” und die restlichen Frei-
heitsgrade als ,innere“ Freiheitsgrade bezeichnet.

Néaherungsweise kann die Gesamtenergie ¢; separiert betrachtet werden:

€; & Etrans T Erot 1 Evib T €el (21)
Die Separation zwischen der Rotation und der Schwingung ist nur in der Naherung
des starren Rotators und die zwischen Schwingung und elektronischer Anregung

nur in der Naherung des harmonischen Oszillators zuléssig.

Wenn diese Ndherungen in Kauf genommen werden, kann die molekulare Zustands-
summe 2z fiir die einzelnen Freiheitsgrade faktorisiert werden:

Z = Ztrans * Rrot * Rvib * Rel (22)
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

2.1.1. Zustandssumme der Translation

Die quantenmechanische Grundlage fiir die Behandlung der Translation ist das
, Teilchen im Kasten“. Angenommen der Kasten sei kubisch mit einer Seitenléange
a ergeben sich die Energieniveaus fiir Bewegung in die verschiedenen Richtungen
zZu

. P
Era = My 8ma?

. W
<C:”y - ny S8ma?

. W
Ene =1 8ma?

Ng, Ny und n, sind jeweils Quantenzahlen, die die Position des Teilchens in der
jeweiligen Raumrichtung charakterisiert.

Fiir jede Richtung kann nun eine eigene Zustandssumme aufgestellt werden. Bei-

spielsweise
o

2g = Z exp(—/pen,)

ngy=1

Fiir einen Kasten makroskopischer Grofle (sehr grolem a) liegen die Energieniveaus
jedoch so dicht beieinander, dass die einzelnen Niveaus auch als kontinuierlich
angenahert werden konnen. In dieser Naherung geht die Zustandssumme dann in
ein Integral tiber:

Zg R /OO exp(—pey, )dn,
0

Einsetzen der Definition fiir die Energieniveaus und ausfithren der Integration lie-

fert in dieser Naherung
2y = %MzmkaT (2.3)

Da alle 3 Raumrichtungen aquivalent sind, gilt z, = z, = 2, gilt

3
Ztrans = g Yy 2y = zi = % . (2m7rk;BT)3/2 (2.4)
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2.1. Molekulare Zustandssummen

Unter Verwendung der sogenannten A E]

h
A= —— 2.
vV 2m7rkBT ( 5)

und der Erkenntnis, dass a® nichts anderes als das Volumen V ist, gilt somit

v
Ztrans — E (26)

2.1.2. Zustandssumme der Rotation

Betrachtet werden soll ein beliebiges 2-atomiges Molekiil (z.B. HCI). Ein solches
Molekiil besitzt zwei entartete Rotationsfreiheitsgradeﬂ Das Tréagheitsmoment [
kann iiber die reduzierte Masse 1 und den Abstand der beiden Atome R berechnet
werden:

I = uR?

|
|
|
|
|
I,
|
|
|
|
|
|

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung eines 2-atomigen Molekiils mit einge-
zeichneten Rotationsachsen (griin).

Die quantenmechanische Grundlage fiir die Behandlung von rotierenden Molekiilen
ist der starre Rotator, dessen Energieniveaus in Abhéngigkeit der Rotationsquan-
tenzahl J tiber

e;=heBJ(J+1) (2.7)

gegeben ist. Dabei ist B die Rotationskonstante in Wellenzahlen. Weiterhin gilt
h2

hcB = — 2.8

cB =7 (2.8)

!'Der Name leitet sich aus dem Welle-Teilchen-Dualismus ab, wobei jedes Objekt eine Wellen-
h — _h_ hesitzt. Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir die mittlere Geschwindigkeit

lainge A = 2 = -
p muv
v ergibt sich daraus der Ausdruck aus Gleichung (?2.5]).
2Sie sind entartet, da das Triigheitsmoment bei beiden Rotationen das selbe ist
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

Bei Rotationen in der Naherung des starren Rotators ist jedes Rotationsniveau
(2J + 1)-fach entartet.

Mit diesen Informationen lasst sich die Zustandssumme der Rotation z..; relativ
einfach niederschreiben:

Zrot = §(2J +1)- exp(—%) (2.9)

Zrot

1 2 3 4 ) 6 7 8 J

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung der Summenglieder in der Zustands-
summe der Rotation

Die Temperatur bei der die thermische Energie k5T gleich der Rotationskonstante
(Gleichung (12.8))) ist, wird auch als O,ot bezeichnet:

heB

@rot = E

Tabelle 2.1.: Rotationstemperaturen einiger ausgewéhlter Molekiile
H, HCl I, CO,
Ot /K 8 94 0,053 0,561

Aus Tabelle 2.1 kann entnommen werden, dass die Rotationstemperatur selbst fiir
das leichteste Molekiil H, extrem niedrig ist. Das bedeutet, dass Raumtempera-
tur (oder andere tibliche Temperaturen fiir diverse Experimente) deutlich grofier,
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2.1. Molekulare Zustandssummen

als die Rotationstemperatur des betrachteten Molekiils ist. Es gilt O, < T. In
dieser Hochtemperaturnaherung kénnen die Energieniveaus des starren Rotators
als ndherungsweise kontinuierlich beschrieben werden (die energetischen Abstan-
de der einzelnen Niveaus werden extrem klein). Das bedeutet wiederum, dass die
Zustandssumme aus Gleichung als ein Integral angenahert werden kann:

hcB
Zrot & / (2J + 1) exp| — ¢ ~J(J+1) |dJ T > Oyt
kT
Integration liefert
kgT T
ot T 5 = T @ro 2.10
ot heB T Opy > Pret (2.10

Gleichung ist allerdings nur fiir ein heteroatomares, 2-atomiges Molekiil
glltig. Fiir lineare Molekiile beliebiger Lange und Zusammensetzung muss beachtet
werden, dass das Molekiil wahrend der Rotation aufgrund seiner moglicherweise
vorhandenen Symmetrie bereits nach einem Bruchteil einer ganzen Drehung in
einem Zustand ist, der sich vom Ausgangszustand nicht unterscheiden lésst. Besitzt
das Molekiil beispielsweise eine Cs3-Achse, so wird das Molekiil bereits durch eine
Drehung um 120° auf sich selbst abgebildet.

Diese Symmetrie wird durch die o beschrieben. Im Falle einer

C5-Achse gilt o = 3.

Ist das Molekiil nicht mehr linear, so miissen im allgemeinen 3 verschiedene Trég-
heitsmomente betrachtet werden, was auch zu 3 verschiedenen Rotationskonstan-
ten fiihrt. Mit diesen Verallgemeinerungen gilt:

=
~

1 T
o @rot
3/2

lin. Molekiile (2.11)

Zrot =

Zrot =

Al S

?\

z nicht lin. Molekiile (2.12)
VB\B,B3

Tabelle 2.2.: Symmetriezahlen einiger ausgewéahlter Verbindungen
HCl N, CO, H,O NH; CgHg CHy
o 1 2 2 2 3 12 12
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

2.1.3. Zustandssumme der Schwingung

Betrachtet werden soll ein 2-atomiges Molekiil, welches in der Naherung des har-
monischen Oszillators beschrieben werden SOHE|. In dieser Naherung ergeben sich
die Energieniveaus zu

1
Evib = hiy (U + 2) (2.13)

Hierbei ist 1 die Eigenfrequenz des Oszillators.

/
—t—v=1

N -
-

Auslenkung x

Abbildung 2.3.: Schematische Darstellung der Energieniveaus eines harmonischen
Ostzillators

Aus Gleichung ([2.13)) ergibt sich, dass der tiefste Zustand eine Energie > 0 auf-
weisen muss. Dies ist auch in Abb. zu sehen. Diese Nullpunktsenergie ergibt

sich zu
hVo
Evib,0 = —5—

: (2.14)

Mit Hilfe von Gleichung (2.13]) kann die Zustandssumme aufgestellt werden:

2t = Zexp< :UCOF ( +;>> (2.15)

Diese Summe lasst sich auch so formulieren:

hl/[) > hl/o v
vib = P\ T T 2 | exp kT
v=0

3Das bedeutet, dass die Energie proportional zum Quadrat der Auslenkung ist

74



2.1. Molekulare Zustandssummen

Dieser Ausdruck hat nun die Form der geometrischen Reihe, fiir welche gilt

o

Qg
Z aoqk = 1
k=0 —4q

fur [¢| < 1 (2.16)

Die Bedingung |g| < 1 ist in dem vorliegenden Fall fiir jede endliche Temperatur
T gegeben, sodass die Zustandssumme als

o) __ewl-5)

Zvib = L = o (2.17)
o) T eal-5)
Gleichung (2.17) fithrt gleichzeitig die Oy ein, welche

analog zur Rotationstemperatur die Temperatur ist, bei der die thermische Energie
gleich eyip o ist.
hl/(]

@vi = 5
b=

(2.18)

Tabelle 2.3.: Vergleich der Rotationstemperatur mit der Schwingungstemperatur
H, HCI I,

Ot /K 88 94 0,053
Oup / K 6330 4300 309

Aus Tabelle ist zu entnehmen, dass die Schwingungstemperatur im Gegensatz
zur Rotationstemperatur in den allermeisten Féllen weit iiber den herrschenden
Temperaturen liegt. Das bedeutet, dass sich Molektile in den meisten Fallen im We-
sentlichen im Schwingungsgrundzustand befinden und die hoheren Niveaus nicht
merklich besetzt sind. Dies ist auch der Grund dafiir, dass die Zustandssumme aus
Gleichung nicht als ein Integral angendhert werden kann, wobei angenom-
men werden miisste, dass die Abstdnde der Schwingungsniveaus im Vergleich zur
thermischen Energie sehr klein sind.

Wird der Nullpunkt fiir die Schwingungsenergie auf das tiefste Niveau gesetzt
(somit ist die Nullpunktsenergie gleich Null), so ergibt sich eine etwas vereinfachte

Darstellung von Gleichung (2.17)):

(2.19)
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

Diese Art der Beschreibung ist beispielsweise bei der Behandlung von chemischen
Gleichgewichten zwischen verschiedenen Molekiilen von Vorteil}

2.1.4. Zustandssumme der elektronischen Anregung

E

—— 2. angeregter Zustand e, g5

—— 1. angeregter Zustand €, ¢y

Grundzustand ¢y = 0; Entartung g

Abbildung 2.4.: Beispielhafte elektronische Energieniveaus

Da die energetische Differenz zwischen dem elektronischen Grundzustand und dem
ersten angeregten Zustand in aller Regel viel grofler, als die thermische Energie
ist (e — &9 > kpT) befinden sich quasi alle Molekiile stets im elektronischen
Grundzustand. Das bedeutet, dass sich die elektronische Zustandssumme reduziert
zZu

Zel = 9o eXp(—5€0) = 9o (2‘20)

Fir wenige Ausnahmen (z.B. NO) ist diese Annahme jedoch nicht erfiillt und es
muss zusatzlich auch noch der 2. Term der Zustandssumme berticksichtigt werden:

Zel = G0+ 0 exp(—ﬁsl) (2-21)

2.1.5. Gesamte molekulare Zustandssumme

Fiir ein 2-atomiges Molekiil, welches in der Naherungen des starren Rotators und
des harmonischen Oszillators behandelt wird und sich im elektronischen Grund-
zustand befindet gilt bei T' > O,:

4Unterschiedliche Molekiile haben eine unterschiedliche Nullpunktsenergie, was einen Vergleich
erschwert
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2.2. Thermodynamische GréBen idealer Gase

Z = Ztrans Zrot : Zvib © el
Ovi
- v .1z | M .
- A3 0 Orot 1—ex (_ @Vib) gO
P T
Mit
A h
2rmkgT
heB
®r0t =
kg
hCI;()
®Vib =
kp

Das bedeutet, dass zur Berechnung der molekularen Zustandssumme eines solchen
Molekiils lediglich Kenntnis tiber dessen Masse m, seine Symmetrie o, seine Rotati-
onskonstante B, seine Eigenfrequenz 1y, sowie die Entartung seines Grundzustands
go notwendig ist. Alle diese Grofien konnen iiber Experimente (Spektroskopie) oder
theoretische Rechnungen (Molecular Modeling) bestimmt werden.

Nach Kenntnis dieser Grofien kann die molekulare Zustandssumme in die System-
zustandssumme tiiberfithrt werden, woraus sich dann das komplette thermodyna-
mische Verhalten des Molekiils berechnen lasst.

Fir mehratomige Molekiile funktioniert das ganz analog, nur dass mehrere Rota-
tionskonstanten (B;, B2, B3) und mehrere Schwingungen berticksichtigt werden
missen.

2.2. Thermodynamische GroBen idealer Gase

Bei einem idealen Gas handelt es sich um N identische, wechselwirkungsfreie und
ununterscheidbare Teilchen. Das bedeutet, dass sich die Systemzustandssumme Z
gemaf Gleichung berechnen lasst. Die molekulare Zustandssumme z lasst
sich ndherungsweise in die Einzelbestandteile faktorisieren (siche Gleichung (2.2))).
Dabei ist zu beachten, dass die Beitrdge fiir die Rotation und die Schwingung nur
fiir mehratomige Molekiile in die Faktorisierung einfliefSen.
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

2.2.1. Innere Energie

Die innere Energie kann gemdafl Gleichung (1.20) aus der Systemzustandssumme
berechnet werden. Wird in diese Gleichung der Ansatz fiir ein ideales Gas einge-
setzt, so ergibt sich

0 1
U= l{BT’2 : < hl( ' (Ztrans * Zrot * Rvib * Zel)N>>

or "\ N oy
0
= kgT?- <8T [—In(N!) + N - In(Ztrans © Zrot * Zvib zel)]>
N,V

Da die Teilchenzahl N im System von der Temperatur unabhangig ist, fallt der
Term In(N!) beim Ableiten weg. Das Produkt im Logarithmus kann auflerdem
als eine Summe einzelner Logarithmen umgeschrieben und dann einzeln abgeleitet
werden:

U — NkyT? <0ln(ztrans)> b NET? (81n(zr0t)>
oT NV oT NV

Utrans Urot
- NkgT? (aln(zvib)> T Nk T? <aln(ze1)>
oT NV ar NV

Uvib UEI

(2.22)

Das bedeutet also, dass sich die Innere Energie als eine Summe der einzelnen
Beitrédge aus den molekularen Freiheitsgraden ausdriicken lasst (in der Ndherung,
dass die molekulare Zustandssumme in genau dieser Weise faktorisiert werden
kann).

U = Usrans + Urot + Usiv, + Ual (2.23)

Beitrag der Translation

Wird in den Term fiir Upaps aus Gleichung (2.22)) der Ausdruck fir zians aus
Gleichung ([2.6)) eingesetzt (wobei die thermische Wellenldnge A explizit geméfl
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2.2. Thermodynamische GréBen idealer Gase

Gleichung (2.5)) ausgeschrieben wird), ergibt sich

0 (2rmkpT)3/?
_ 2
Utrans = NkBT (W ln<h3v

NV
0 (27ka3)3/2
_ 2 9 3/2
= NkgT <8T [m( 5V |+ (1) .
3 (0In(T)
—nkaT?. 2.
ot ().,
1
T
Somit ergibt sich
Utrans = 2NkBT (224)
Fir 1mol gilt somit (N4 - kg = R):
3
Utrans7rn — §RT (225)

Da es insgesamt 3 Translationsfreiheitsgrade gibt, bedeutet dies somit, dass jeder
Freiheitsgrad der Translation einen Beitrag von %RT zur inneren Energie liefert.

Beitrag der Rotation

Die Bestimmung von U,y erfolgt auf die selbe Weise, wie Ujans. Wird ein linea-
res Molekiil betrachtet, so existieren 2 entartete Rotationsfreiheitsgrade und die
molekulare Zustandssumme z,o; ist durch Gleichung (2.9)) gegeben. Beim Ableiten

ist zu beachten, dass die Rotationstemperatur ©,, (siehe Gleichung (2.1.2))) nicht
von der Temperatur abhangt.

Fiir den Beitrag von 1 mol Teilchen ergibt sich daraus

2
Utrans,m = RT = iRT (226)

Das bedeutet, dass auch hier jeder Rotationsfreiheitsgrad einen Beitrag von %RT
zur inneren Energie liefert.
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

Beitrag der Schwingung

Fiir die Berechnung von Uy, muss 2y, geméf Gleichung (2.17) verwendet werden.
Dieser Ausdruck gilt fiir genau einen Schwingungsfreiheitsgrad mit der Schwin-
gungstemperatur O, (siehe Gleichung ([2.18)) - ebenfalls unabhéngig von der Tem-
peratur).

Es gilt

Fiir Temperaturen, bei der diese Schwingung voll angeregt ist (7' > O,), kann
die Exponentialfunktion durch eine Taylor-Reihe angenéhert und nach dem Term
1. Ordnung abgebrochen werden:

@Vi @vi
exp <b> ~ 14—

T T

In dieser Naherung ergibt sich dann

1
Usiy = 5 NksOu, +NksT (2.27)

————
const.

Der konstante Term in Gleichung (2.27) kann weg gelassen werden, da es lediglich
den Nullpunkt der inneren Energie Verschiebtﬂ

Swelcher bei einem Potential wie der inneren Energie ohnehin nicht bestimmbar ist
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2.2. Thermodynamische GréBen idealer Gase

Fir 1 mol gilt folglich
Uvib,m - UOm = RT (228)

)

Das bedeutet, dass jeder voll angeregte Schwingungsfreiheitsgrad einen Beitrag von
RT zur inneren Energie liefert.

Beitrag der elektronischen Anregung

Wenn vom Normalfall (sieche Gleichung (2.20])) ausgegangen wird, weifit z keine
Temperaturabhéngigkeit auf und aus Gleichung (2.22)) folgt somit

Ug=0 (2.29)

Jeder quadratische Freiheitsgrad der Energie liefert eine Beitrag von %RT
zur molaren, inneren Energid’}

%Da bei einer Schwingung sowohl potentielle, als auch kinetische Energie eine Rolle
spielen (beide haben eine quadratische Abhéngigkeit von der Auslenkung, bzw. der
Geschwindigkeit), resultiert ein einzelner Schwingungsfreiheitsgrad in einem Beitrag
von RT

2.2.2. Warmekapazitaten und Gleichverteilungssatz

Aus der Definition der Wéarmekapazitét

ou
= (3r),, .

Folgt uber die Gleichungen ((2.25)), (2.26]), (2.28]) und (2.29) fiir die einzelnen Bei-
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

trage zur Wéarmekapazitat:

3
C(V,trans,m = iR (231)
2
C’v,rot,m = iR (232)
@2' eXp Ovib
vaib,m =R- j—\";b : @( r ) 3 (233)
o))
—1 fur T>>6vib
Cyelm =0 (2.34)

Pro voll angeregtem, quadratischem Freiheitsgrad der Energie resultiert ein
Beitrag von %R zur molaren Warmekapazitat Vi

Dissoziation

CV,III/-F_Z
Y A -

N [Tt

[\ [}]

T /K

Abbildung 2.5.: Schematischer Verlauf von Cy ,,(7') fiir ein 2-atomiges Gas. Nach
der Dissoziation strebt C\ ,, gegen 2-%R resultierend aus der Trans-
lation der beiden freien Atome.

Der Grund weshalb limy_,o(Cy (7)) = 0 gilt (vgl. Abb ist, dass das Gas bei
(sehr) tiefen Temperaturen kondensiert und schlieflich kristallisiert. Die Warme-
kapazitiat des Festkorpers geht dann aufgrund der Quantelung der Gitterschwin-
gungen gegen Null (vgl. , Debye-T3-Gesetz").

Allgemein besitzt ein n-atomiges Molekiil 3n Freiheitsgrade, wovon 3 auf die Trans-
lation entfallen. Ist das Molekiil linear, entfallen 2 weitere auf die Rotation. Ist es
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2.2. Thermodynamische GréBen idealer Gase

nicht linear, gibt es 3 Rotationsfreiheitsgrade. Somit verbleiben 3n —5, bzw. 3n—6
Freiheitsgrade der Schwingung fiir ein lineares, bzw. nicht-lineares Molektil.

Insgesamt ist es moglich C\ ,, absolut zu berechnen, sofern alle Rotationstempera-
turen und alle Schwingungstemperaturen bekannt sind. Diese lassen sich mit Hilfe
spektroskopischer Methoden relativ einfach bestimmen.

Waiarmekapazitat von Festkorpern

In Festkorpern existieren keine Translationsfreiheitsgrade. Stattdessen miissen Git-
terschwingungen berticksichtigt werden. In der Einstein-Theorie wird davon aus-
gegangen, dass alle Gitteratome mit der selben Frequenz schwingen. Allerdings
fithrt diese Annahme bei tiefen Temperaturen zu systematischen Abweichungen
im Verlauf der Wéarmekapazitiat mit Experimenten.

In der Debye-Theorie wird eine Frequenzverteilung f(v) der Schwingungen ange-
nommen, wobei es eine haufigste Frequenz v, gibt. Hieraus lasst sich dann die
Debye-Temperatur definieren:

Op =21 (2.35)
kg
Insgesamt ergibt sich die Warmekapazitat in der Debye-Temperatur zu
Com = 9RT () [0ty 2.36
e <@D>/o T ™ (2:36)

Das in Gleichung (2.36]) auftretende Integral muss numerisch gelost werden. Fiir
sehr tiefe Temperaturen ergibt sich aus Gleichung (2.36]) das ,,Debye-T3-Gesetz":

12 T\3
Com=-""R. () (2.37)
©p

Gleichung (2.37)) stimmt auch mit experimentellen Befunden fiir sehr niedrige Tem-
peraturen tberein.
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

2.2.3. Entropie

Die Entropie ist gemafl Gleichung ((1.26)) als

B 0In(Z)
S—kBln(Z)—i—kBT( 3T )NV

definiert. Aufgrund der Faktorisierung der Systemzustandssumme geméfl Glei-

chung (1.16)) und ([2.2)) ergibt sich

S = Strans + Srot + Svib + Sel
Der Vorfaktor %, der in dem nicht-abgeleiteten Term erhalten bleibt, wird zu
Strans gezahlt.

Aus der Definition von z.,s (Gleichung (2.6])) ergibt sich unter Einbeziehung des
besagten Vorfaktors die sogenannte :

5 V
Strans == NkB (2 + 1n<NA3>) (238)

Zur Herleitung wurde die Stirling-Naherung geméfl Gleichung (|1.4]) verwendet.

Gleichung ([2.38)) kann verwendet werden, um die absolut Entropie eines 1-atomigen
Cases zu berechnen, sofern elektronische Anregung noch keine Rolle spieltff]

Fir die weiteren Terme ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen (2.9), (2.17) und
(2.20) dann die weiteren Beitrage zur Entropie als

Srot == NkB+Nl€BlH< ) (239)

090t
Ovib
Nk 5 EXp\——7 vi
Syib = B ( a ) —Nk31n<1—exp<—® b)) (2.40)
T 1 - exp(@:}ib> T
Sel = N]CB ln(go) (241)

6Ein 1-atomiges Gas hat weder Rotations-, noch Schwingungsfreiheitsgrade
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2.2. Thermodynamische GréBen idealer Gase

2.2.4. Freie Energie

Die freie Energie A ist gemafl Gleichung (1.23)) definiert. Mit Hilfe von Gleichung
(1.16) und Gleichung (2.2)) ergibt sich fiir die einzelnen Beitrdge zur freien Energie
(Vorfaktor % wird auch hier zum Beitrag der Translation gezihlt):

V
Atrans = —NkpT - <1D(A3N + 1)) (242)
Ael = —NkBT hl( I ) (243)

090t

@vib
exp(—
,%m:—Nmﬂﬂm( (22> ) (2.44)
1— exp(— ,}‘b>

Ael = —Nk?BT hl(go) (245)

Zur Herleitung wurde die Stirling-Néherung geméaf Gleichung ((1.4)) verwendet.

2.2.5. Zustandsgleichung
Aus der Gibbs’schen Hauptgleichung der Thermodynamik ergibt sich

_ (94
P==\ov -

Da lediglich Atyans vom Volumen abhéingig ist, vereinfacht sich diese Gleichung

7zu
_ a141:1‘;ms
S NI

Mit der Definition von Ag.ns gemé Gleichung (2.42)) ergibt sich somit direkt die
Zustandsgleichung idealer Gase:

 NkgT
P="

Neben der Tatsache, dass die Zustandsgleichung idealer Gase lediglich unter An-
nahme wechselwirkungsfreier Teilchen hergeleitet werden kann, ergibt sich aufer-
dem die Erkenntnis, dass lediglich Freiheitsgrade der Translation zum Druck eines
solchen Systems beitragen.
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

2.2.6. Chemisches Potential

Das chemische Potential p; ist eine partielle molare Grofle. Es ist definiert als

s — <8G> B <8A>
Z anl D, 24 8”’1 VT 2

Da die freie Energie aus der statistischen Thermodynamik sehr einfach zugéanglich
ist (siehe Gleichung ([1.23))), wird die Herleitung eines Ausdrucks fiir das chemische
Potential hiertiber gemacht werden. Anstatt die Ableitung nach der Stoffmenge,
kann alternativ auch die Ableitung nach der absoluten Teilchenzahl betrachtet

werden: oA
i = Ny ( )
ON; V,T,N;z;

Fiir Systeme in dem das chemische Potential sinnvoll ist, liegt eine Mischung ver-
schiedener Komponenten vor. Das bedeutet, dass nun auch eine Zustandssumme
fiir ein gemischtes System verwendet werden muss. Fiir eine Mischung idealer Gase
ab, ... gilt:

A at_fa
Z:ZGZb:Na|]Vb':]1_‘[1N]' (246)

Eingesetzt in Gleichung ((1.23)) ergibt sich fir die freie Energie A

k
A= —k?BT . ZIH(ZJ)

=1

Das bedeutet fiir das chemische Potential gilt

k
N, &=
= V,T,Nj+;

Die Ableitung nach der Teilchenzahl N; ist jedoch nur fiir Z; ungleich Null. In
allen Zj,; kommt N; nicht vor, weshalb die Ableitung danach Null sein muss.
Somit vereinfacht sich die Ableitung zu

oln(Z,
i = —NAkBT< n( )>
Y V,T,Nj;i

ON;
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2.2. Thermodynamische GréBen idealer Gase

Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir Z; und anschiefender Anwendung der Stirling-
Néherung (siehe Gleichung ((1.4])) resultiert in

= —RT <8N In(z; ) <01n( ))
VIT,Nj; ON; V,T,Njjz;

) 1N — N,
_ _R7 <8N In(z; ) ( (N; In(V;!) NZ)>
VTN z; IN; V,T,Nj 4

= —RT(IH(ZZ‘) In (NZ))

Insgesamt ergibt sich somit fiir das chemische Potential der Komponente ¢

;= —RT 1n<;[) (2.47)

wobei die Molekiilzustandssumme z; wie tiblich geméfl Gleichung ({2.2)) faktorisiert
werden kann.

Wie in Gleichung (2.47) erkenntlich, hangt das chemische Potential eines
idealen Gases von der Molekiilzustandssumme der Komponente ¢ ab und
nicht von der Systemzustandssumme!

Vergleich zur klassischen Thermodynamik

Das chemische Potential wird in der klassischen Thermodynamik tiber

o) = () + R (%)

beschrieben, wobei 1 das Standardpotential bei einem Standarddruck von p° =
1 bar ist.

Wird in den Ausdruck fiir den Beitrag der Translation der Molekiilzustandssum-
me aus Gleichung (2.6)) das Volumen geméfl der Zustandsgleichung idealer Gase
ausgedriickt ergibt sich
\% NszT NZkBT po
Ztrans — 53 — = C
' A? A’p; A%p° p;
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

Hiermit kann das chemische Potential also ausgedriickt werden ald’}

:Lbi(pz’ T) = _RT In pO/J\BS Zrot * Rvib ° Rel . pf
M Di

kT ;
= —RT 1n<33 + Zgot * 20ib - zel> +RT ln<p>
peA p°
g (T)

Somit wurde bewiesen, dass die Beschreibung aus der statistischen Thermodyna-
mik identisch mit der aus der klassischen Thermodynamik ist. Analog kann dieser
Beweis auch mit der Stoffmengenkonzentration ¢; = V]X;'A anstatt dem Partialdruck
durchgefithrt werden.

2.3. Chemisches Gleichgewicht (Gasreaktionen)

Die allgemeine Bedingung fiir die Existenz eines chemischen Gleichgewichts lautet

k

Hierbei sind die v, die stochiometrischen Koeffizienten der ablaufenden Reakti-
on.

Das chemische Potential kann tiber Gleichung aus der molekularen Zu-
standssumme berechnet werden. Allerdings ist es problematisch Zustandssummen
verschiedener Molekiile miteinander zu ,vermischen®. Dies liegt daran, dass bisher
fir jedes Molekiil dem Grundzustand per Definition eine Energie ¢y = 0 zuge-
wiesen wurde. Da verschiedene Molekiile im Allgemeinen jedoch unterschiedliche
Energien fiir ihren (elektronischen) Grundzustand aufweisen, wird diese Definiti-
on zum Problem, wenn die Zustandssummen verschiedener Molekiile miteinander
verglichen oder verrechnet werden sollen.

Deswegen bietet es sich an als neuen Energie-Nullpunkt die Dissoziationsenergie
des jeweiligen Molekiils zu verwenden. Grundlage dieser Argumentation ist der
Hess’sche Warmesatz. Geméf3 diesem ,,Satz von Hess® ist der Weg auf dem ein
Produkt entsteht fiir seine Bildungsenthalpie unerheblich, sodass eine chemische

"Hierbei wurde der Beitrag der Translation zur Molekiilzustandssumme explizit ausgeschrieben
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2.3. Chemisches Gleichgewicht (Gasreaktionen)

Reaktion also als komplette Dissoziation der Molekiile in die einzelnen Atome und
anschlieBendem Neu-Zusammensetzen betrachtet werden kann. Da hierbei also
jedes Molekiil komplett dissoziiert, liegt es Nahe den Energie-Nullpunkt an genau
diese Stelle zu legen. Mit diesem Konstrukt kann aulerdem beriicksichtigt werden,
dass bestimmte Molekiile eine energetisch giinstigeren (tieferen) Grundzustand
aufweisen als andere.

Die neuen Energiezustdnde werden als €}(k) bezeichnet, wobei k das zugehorige
Molekil reprasentiert. Ist Dy(k) die Dissoziationsenergie des Molekiils k, so gilt

ei(k) = ei(k) — Do(k) (2.49)

7

Das bedeutet, dass der Grundzustand eines Molekiils nun die Energie €((k) =
—Dy(k) besitztf]

In verkiirzter Form kann auch €, = ¢}(k) und Do = Dy (k) geschrieben werden.

Mit diesen neu definierten Energieniveaus kann tiber Gleichung (1.6 die moleku-
lare Zustandssumme zj, berechnet werden:

s =S exp| =Bz~ Do) | = exp(BDor) - ¥ exp(Ben)

!
Cik

Zk

Das bedeutet, dass die molekulare Zustandssumme mit dem Energie-Nullpunkt in
der vollstédndigen Dissoziation z;, ganz einfach aus der molekularen Zustandssumme
mit dem Energie-Nullpunkt z; im Grundzustand berechnet werden kann:

2, = exp(B Do) - 21 (2.50)

Unter Verwendung von zj, zur Berechnung des chemischen Potentials (vgl. Glei-
chung (2.47))) kann somit auch Gleichung ([2.48)) gefahrlos verwendet werden:

k

8Per Definition gilt ja gq(k) = 0
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

Eine Summe von Logarithmen kann auch als ein Produkt innerhalb eines Loga-
rithmus geschrieben werden:

1n<1;[(z,;)“k) - 1n<1;[ w)
[y =TI

k

Somit kann das Verhéltnis der Teilchenzahlen der verschiedenen Molekiilsorten N,
aus dem Verhaltnis der molekularen Zustandssummen z; berechnet werden. Dies
legt die Definition einer auf die Teilchenzahl N; bezogenen Gleichgewichtskonstan-
te K nahe:
Ky =] N (2.51)
k

Unter Einsetzen der Definition von z; kann nun ein Ausdruck fiir Ky bestimmt
werden, der von der ,regularen® molekularen Zustandssumme z; abhangt:

Ky =[] (2 - exp(BDox))"* = HZ’ T exp(BDoxvr)

k k

= exp (5 Z DOka> : H 2.
k k

Mit der Definition

AN Z v Do (2.52)
ergibt sich somit
Ky =[] 20" - exp(—BA,&) (2.53)
k
Ky) = Z v In(zx) — BAEo (2.54)
k

Bis hierhin wurde also gezeigt, dass eine Gleichgewichtskonstante allein durch die
Kenntnis der molekularen Zustandssummen, sowie der Dissoziationsenergien der
Molekiile berechnet werden kann. Das Problem von Ky ist jedoch, dass es volu-
menabhingig istf]

9Die Volumenabhingigkeit resultiert aus der Volumenabhiingigkeit der molekularen Zustands-
summen - der Beitrdge der Translation, um genau zu sein
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2.3.1. Umrechnung in ,,iibliche” Gleichgewichtskonstanten

Fir die Gleichgewichtskonstante K, gilt

Pk o
K =
: g(¢>

wobei der Partialdruck py.

Somit gilt

k

AN kenT\ 2k
(e e (3
S Vp oy \VD

Mit der Definition von Ky gemafl Gleichung (2.51)) ergibt sich folglich

/fBT> Dok

K, = e - Ar '
p 1;[216 eXp( 6 60) (Vpo

Die molekulare Zustandssumme kann ihrerseits wieder in ihrer faktorisierten Form
gemiB Gleichung (2.2)) verwendet werden. Hierbei kann z. tiber Gleichung (2.6))
explizit ausgedriickt werden. Alles in allem ergibt sich somit

mg)zwk

Zro i e o
K, =] ( t.k Aé?,k l,’f) -exp(—BA, &) - ( - (2.55)
k k p

Wie in Gleichung (2.55)) erkannt werden kann, ist K, im Gegensatz zu Ky nicht
langer volumenabhéangig.

2.3.2. Wann liegt das Gleichgewicht auf der Produktseite?

Das Gleichgewicht liegt immer dann auf der Produktseite, wenn K einen groflen
Wert annimmt. Gemafl Gleichung ([2.51)) kann gesagt werden, dass Ky grofl wird,
wenn die molekularen Zustandssummen der Produkte wesentlich grofier, als die
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

der Edukte sind. Auflerdem wird K ebenfalls groff, wenn die Dissoziationsenergie
der Produkte wesentlich grofler als die der Edukte ist.

Der zweite Fall ist relativ intuitiv, da eine hohere Dissoziationsenergie bedeutet,
dass das entsprechende Produkt energetisch stabiler, als das Edukt ist. Das be-
deutet, dass bei der Reaktion Energie frei wird, sodass Reaktionen, die diese Ei-
genschaft erfiillen Enthalpie-getrieben sind.

Liegen die Unterschiede in den Zustandssummen, so ist die Reaktion Entropie-
getrieben.

——
[ S
—
—
.
-
-
I

Abbildung 2.6.: Skizze zur Verdeutlichung des Zustandekommens einer Enthalpie-
getriebenen Reaktion. In rot sind die Energieniveaus der Produkte
und in blau die der Edukte. Wie zu erkennen ist, ergibt sich bei
einer Boltzmann-Besetzung aller Energieniveaus insgesamt mehr
besetzte Produktniveaus.

Al

-

Y

Abbildung 2.7.: Skizze zur Verdeutlichung des Zustandekommens einer Entropie-
getriebenen Reaktion. In rot sind die Energieniveaus der Produkte
und in blau die der Edukte. Wie zu erkennen ist, ergibt sich bei
einer Boltzmann-Besetzung aller Energieniveaus insgesamt mehr
besetzte Produktniveaus, auch wenn das tiefste Energienivau ein
Edukt-Niveau ist.
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2.4. Debye-Hiickel-Theorie

2.4. Debye-Hiickel-Theorie

Mit Hilfe der Debye-Hiickel-Theorie konnen die Aktivitatskoeffizienten f; verdiinn-
ter Elektrolytlosungen berechnet werden.

LM, e,

Abbildung 2.8.: Skizze einer ideal verdiinnten Losung

In einer ideal verdiinnten Losung ist wie in Abb. angedeutet jedes Ion im
Wesentlichen komplett allein in der Losung, sodass das elektrische Potential eines
solchen Teilchens als reines Coulomb-Potential beschrieben werden kann:

1 z;e

= —_ 2.56
SO(T) dmege, T ( )

Dieses Potential ist giiltig fiir alle » > a, wobei a der Durchmesser des Teilchens
sein soll.

Das chemische Potential einer solchen Losung ist geméafl der klassischen Thermo-
dynamik als

jid = S+ RT m(ci) (2.57)
k] CO

LM, e,

Abbildung 2.9.: Skizze einer real verdiinnten Losung
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

In einer real verdiinnten Losung hingegen ist jedes Ion von gegennamigen Ionen
umgeben, die eine ,,Gegenionenwolke“ um das betrachtete Ion bilden. Diese Wolke
hat den effektiven Durchmesser rp, der in dieser Theorie auch als

genannt wird.

Da das Ion nun nicht mehr isoliert vorliegt, kann das elektrische Potential auch
nicht mehr als einfaches Coulomb-Potential beschrieben werden. Das Finden eines
Ausdrucks fiir dieses Potential ist der Kernpunkt der Debye-Hiickel-Theorie.

Das chemische Potential wird anstelle der Konzentrationen nun mit Hilfe der Ak-
tivitdten einer bestimmten Spezies ¢ beschrieben:

pr! = p% + RTIn(a;) = 1% + RTIn (fj) =i + RTIn(f;)  (2.58)

Die Differenz im chemischen Potential vom idealen zum realen Fall betragt somit

Api = i — i = RTn(f;) (2.59)

Um nun diese Aktivitdtskoeffizienten zu berechnen, bedarf es der Kenntnis der
Differenz im elektrischen Potential. Das bedeutet, dass - wie oben angedeutet -
ein Ausdruck fiir das elektrische Potential fiir eine real verdiinnte Losung gefun-
den werden muss. Um dies zu tun, werden in der Debye-Hiickel-Theorie einige
Annahmen getroffen:

« Es herrschen nur elektrostatische (Coulomb) Wechselwirkungen zwischen den
Ionen

o Alle Ionen weisen kugelsymmetrische Felder auf und sind nicht polarisierbar

« Die interionische Wechselwirkung z;ep(r) ist sehr viel kleiner, als die thermi-
sche Energie kT

o Es handelt sich um starke Elektrolyten (vollstandige Dissoziation; Dissozia-
tionsgrad o = 1)

Das elektrische Potential héngt von der elektrischen Ladungsdichte p.(7) ab. Da
alle Felder kugelsymmetrisch sein sollen, ist es dabei ausreichend die radiale La-
dungsdichte p.(r) zu betrachten. Der Zusammenhang mit dem elektrischen Po-
tential ist durch die ,Poisson-Gleichung® gegeben. In Kugelkoordinaten (fiir ein
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2.4. Debye-Hiickel-Theorie

kugelsymmetrisches Potential) lautet sie

1d <dg0> _pe(r) (2.60)

PR r — —
r2dr \ dr E0Er

Die elektrische Ladungsdichte kann aus der statistischen Thermodynamik tiber
eine Boltzmann-Verteilung der Konzentration ¢;(r)beschrieben werden:
dQ(r)  >; zie dN;(r) dN;
= = = , - N o
Pe(T) T G e Z Zigy A€ ; zici(1)

i F

Gemaf der Boltzmann-Verteilung gilt fiir die Konzentration

Ey
¢i(r) = coy exp(— k;]i)

—— Gegenionen
a gleichnamige Ionen
---Co,

1.4}

C;

Abbildung 2.10.: Darstellung der Konzentrationsverlaufe der gleichnamigen und
gegennamigen lonen in Abhéngigkeit des Abstands vom Zentra-
lion. In dieser Abbildung wurde @ = 1 und ¢y ; = 1 angenommen.

Die potentielle Energie eines Ions ist durch die elektrostatische Wechselwirkung
Epor(1) = ziep(r)

beschrieben, sodass sich insgesamt

pe(r) = FZZ: 2iCo; €XP (—%)
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik
ergibt.

Da die elektrostatische Wechselwirkung geméaf der initialen Annahmen deutlich
kleiner, als die thermische Energie sein soll, kann die Exponentialfunktion als

e ~1+«a firakgl1

genahert werden. In dieser Naherung ergib sich somit

s i-52)

200 F
Y - 3 A0

Die erste Summe muss Null sein, da fiir jede Losung die Elektroneutralitét gelten
muss. Das bedeutet, dass sich die Ladungszahlen z; der einzelnen Ionen gegenseitig
aufheben miissen.

Durch Einsetzen von kg = ]\% und unter Beachten der Definition von F' = Nje
kann

22coi F%o(r
pe(r) = —ZO’RT()

)

geschrieben werden.

An dieser Stelle ist es sinnvoll mit der Definition der sogenannten I
zu arbeiten:

1
I= 3 > zlco; (2.61)

Mit dieser Definition ergibt sich fiir die Ladungsdichte schlussendlich

o FPe(r)
pe(r) = 2 (2.62)

Dieses Ergebnis kann nun in die Poisson-Gleichung (2.60)) eingesetzt werden:

1L d [ ,dp\  2F*I (r)
2dr \" dr) " e RT TV
2__ st
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2.4. Debye-Hiickel-Theorie

Die Konstante x ist gerade das Inverse der Debye-Lange rp:
1 coe,RT
== = 2.63
A YT (263)

Die so erhaltene Differentialgleichung fiir ¢(r) wird auch als ,,Poisson-Boltzmann-
Gleichung* bezeichnet:

ld <r2d9"> = k2p(r) (2.64)

r2dr dr

Sie hat die allgemeine Losung

C C
o(r) = Lexp(—kr) + 2 exp(sr)

Die spezielle Losung wird nun iiber folgende Randbedingungen erhalten:
1. lim, o (¢(r)) = 0 - Hieraus folgt sofort ¢y = 0

2. Elektroneutralitit:

9
/ pe(r) Amridr =— zie
a —— ~—~
av Ladung Zentralion

Ladung Ionenwolke ohne Zentralion

Durch Beachten dieser Randbedingungen resultiert ein Ausdruck fiir das elektri-
sche Potential einer real verdiinnten Losung:

r) = zie  exp(ka) exp(—kr)

real( —
drege, 1+ ka r

@ (2.65)

const.

Gleichung ([2.65)) wird auch als ,abgeschirmtes Coulomb-Potential® bezeichnet.
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

Coulomb-Potential
—— Abgeschirmtes C.-Potential

r

Abbildung 2.11.: Verlauf eines Coulomb-Potentials im Vergleich zum abgeschirm-
ten Coulomb-Potential

Die Differenz des elektrischen Potentials vom Real- zum Idealfall am Ort des Zen-
tralions ergibt sich zu

e 1 1
A — ,real _ real — <i€ - ( o 1)
pla) = " (a) = ¢""(a) Treor.a \ra 1 1
In der Naherung
1
~1—ka fir ka < 1
ka+ 1
ergibt sich somit
Z;€ zie 1
A = = 2.66
#(a) 4mege, " 4mege, Tp ( )

In Worten bedeutet diese Gleichung genau das, was durch die Elektroneutrali-
tat ohnehin gefordert wird: Die gesamte Ionenwolke um das Zentralion besitzt
betragsméfig die selbe Ladung, wie das Zentralion selbst. Allerdings mit genau
umgekehrten Vorzeichen, sodass die Ionenwolke zusammen mit dem Zentralion
elektrisch neutral ist.

2.4.1. Aktivitatskoeffizienten

Fir die Herleitung der Aktivitatskoeffizienten soll 1 mol Zentralionen der Ladungs-
zahl z; in eine existierende lonenwolke gebracht werden. Fiir diesen Vorgang gilt:
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2.4. Debye-Hiickel-Theorie

Energiedifferenz = Ladung - Potentialdifferenz durch Ionenwolke

AWy =  Nyze - Ap(a)

Die Potentialdifferenz Ap(a) ist iiber Gleichung (2.66)) gegeben. Die Anderung der
Energie spiegelt die Anderung im chemischen Potential wider:

AWy = Apy = i — pié

Fiir die Differenz des chemischen Potentials gilt Gleichung ([2.59)). Wird die resul-
tierende Gleichung nach In(f;) aufgelost, ergibt sich

Nye? Nae? 1
In(fi) = =z} o

L S T GRS 2.67
“i dreoe RT" " dmeee RT 1 (2.67)

Das bedeutet also dass der Logarithmus eines Aktivitatskoeffizienten proportional
zur Wurzel der Ionenstirke (Gleichung (2.61))) isf°} Dieser Zusammenhang ist
auch als das ,Kohlrausche Quadratwurzelgesetz“ bekannt.

Dartiber hinaus ist der Logarithmus der Aktivititskoeffizienten ebenfalls propor-
tional zum Quadrat der Ladungszahl z; des entsprechenden Ions.

Eine Form der Gleichung, die diese Abhéngigkeiten expliziter beinhaltet ist
In(f) = =22 A(e,,T) - VI

Diese Gleichung ist als das ,,Debye-Hiickel-Grenzgesetz“ bekannt. Die Werte von
A sind dabei fiir verschiedene Losemittel und Temperaturen tabelliert. Eine wei-
tere gebrduchliche Form verwendet den Zehnerlogarithmus statt des Natiirlichen,
wodurch sich ein weiterer Faktor ergibt, der in dem A absorbiert wird (wird dann
oft A" geschrieben).

Bei den f; handelt es sich nun um sogenannte

- also Aktivitdtskoeffizienten fiir eine einzelne Ionensorte. Aufgrund der
Elektroneutralitat einer Losung kann jedoch nicht nur eine Sorte Ionen in einer Lo-
sung vorliegen. Somit sind die individuellen Aktivitdtskoeffizienten experimentell
nicht direkt messbar.

In der Realitédt konnen lediglich Aktivitétskoeffizienten von Ionenpaaren bestimmt
werden. Diese werden dann als f+ bezeichnet.

Es gilt
fe = e mit v = v, +v_ (2.68)

"Dieser Zusammenhang kommt aus der Definition von s bzw. rp geméaf Gleichung (2.63)
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2. Anwendungen der statistischen Thermodynamik

Die v, und v_ sind dabei die stochiometrischen Koeffizienten aus der Auflosreak-
tion des jeweiligen Ionenpaars. Im Falle von CaCl lautet diese

CaCl, == Ca*" + 2CI

In diesem Fall gilt v, 2+ = 1 und v = 2.

Das Debye-Hiickel-Grenzgesetz ist nur bis Konzentrationen von etwa ¢ ~
1072 2l giiltig. In einer erweiterten Form lésst es sich noch bis ¢ ~ 107! 2
verwenden, aber bei hoheren Konzentrationen ist der Verlauf der Aktivitats-
koeffizienten ionenspezifisch und somit nicht mit einer einzelnen Gleichung

erfassbar.
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3. Transportphanomene

3.1. Ubersicht

Betrachtet werden soll der Transport einer physikalischen (Erhaltungs-) Grofie P
im Raum aufgrund einer raumlichen Ungleichverteilung, dh. durch Vorhandensein
eines Gradienten V Py, # 0, wobei Py, die Volumendichte von P ist.

Tabelle 3.1.: Ubersicht iiber die verschiedenen Transportarten

P Transportprozess
Masse m
Teilchenzahl N Diffusion (Stofftransport)

Stoffmenge n

Wirme @) (Energie) Waérmeleitung (Energietransport)

Impuls p Viskositét (Impulstransport)

elektrische Ladung ¢ elektrische Leitfahigkeit (Ladungstransport)

Wichtig bei diesen Transportprozessen ist, dass der Strom Jp stets entgegen der
Gradientenrichtung erfolgt.
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Referenzflache A

° ° 8
. oo
\ °
‘ °
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I ° o °
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Jp
V Py

Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Zustandekommens eines Transport-
prozesses.

Eine empirische Beschreibung der Transportphdnomene, die auch als ,linearer An-
satz“ bezeichnet wird, fufit auf

Jp X —VPV
Das bedeutet also, dass der Strom
1dP
Jp = —— 3.2
P= T (3.2)

proportional zum Gradienten von Py ist. Letzteres stellt die treibende Kraft des
Transports dar.

Die Proportionalitatskonstante wird allgemein als Transportkoeffizient bezeich-
net und je nach Art des Transports heiflen sie

o Diffusionskoeffizient D
o Wairmeleitkoeflizient A

» Viskositit n
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o elektrische Leitfdhigkeit x

3.1.1. Diffusion

Im Fall der Diffusion gilt

und dementsprechend

Uber den linearen Ansatz ergibt sich somit

1 dN N

Bl ) v A

A dt VV

1dn

~2 D
<:>Adt Ve

Diese Gleichung ist auch als das ,,1. Ficksche Gesetz* bekannt:

- 1 dn
= —— = —D
" A dt ve
1dn dc
1D: J,=——=—-D—
A dt dx
3.1.2. Warmeleitung
Im Fall der Warmeleitung gilt
CVm
P=——.-T-N=
Ny ¢
E

3.1. Ubersicht

(3.3)

(3.4)

E ist dabei die thermische Energie eines einzelnen Teilchens. Dementsprechend

gilt
o N C'V,m

- T
V. Ny

Py
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3. Transportphdnomene

Da fiir ein gegebenes System T' die einzige Variable in Py ist, gilt

- 1dQ
— VT .
0= 1 AV (3.5)
1dQ AT
1D - s A Nl .
CT A dt AN (3.6)

Diese Gleichungen sind auch als das ,,1. Fouriersche Warmeleitungsgesetz“ be-
kannt.

3.1.3. Viskositat

Die Besonderheit des Impulses im Vergleich mit der Masse oder der Energie/ War-
me ist, dass es sich beim Impuls um eine vektorielle Grofle handelt und seine
Richtung somit eine entscheidende Rolle spielt.

2 —
Fluid — Viskositat 7
—' 7

|
7

|

|

Abbildung 3.2.: Skizze zum Impulstransport iiber die Scherung eines Fluids mit
konstanter Kraft

Wie in Abb. zu erkennen ist, verlauft der Gradient in der Geschwindigkeit des
Fluids in z-Richtung. Wird angenommen, dass es sich um ein Newtonsches Fluid
handelt, so gilt

dv
_nA—E

g dz

Da die Kraft auch als F, = Nma, geschrieben werden kann, resultiert schlussend-
lich

F, =

1 d(Nmv,)  do,
hSA T w

Impulsstromdichte

(3.7)
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3.2. Diffusion

3.1.4. Ladungstransport

Es gilt
T 1 dQel o
el — Z d + - /{quel
Mit der Definition des elektrischen Feldes
E = _V¢el
ergibt sich das ,lokale Ohmsche Gesetz“:
J, = kE (3.8)
Mit der Definition des elektrischen Stroms
dQel
I —
dt
und o
El=
ergibt sich
1,_.U
A"

Durch Definieren des elektrischen Widerstands R als

d 1 d
B=paz =17

ergibt ich hieraus direkt das ,,Ohmsche Gesetz* in seiner klassischen Form:

1= (3.9)

3.2. Diffusion

3.2.1. Thermodynamische Aspekte

Ist die Konzentration ¢(z) in einem System inhomogen und somit ortsabhéngig, so
ist das chemische Potential, welches geméf Gleichung (2.57)) von der Konzentra-
tion (bzw. genauer: der Aktivitdt) abhéngt, ebenfalls ortsabhéngig. Im Folgenden
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3. Transportphdnomene

soll der Idealfall angenommen werden, in dem a(x) = c(z) gilt. Somit kann das
chemische Potential iiber die Konzentration ausgedriickt werden:

p(z) = p°(p,T) + RT In(c(x))

Aus der Ortsabhéngigkeit des chemischen Potentials ergibt sich eine thermodyna-
mische Kraft

0
Fom = ~V(u(0) = - (] (310
L) pr
p7
Gleichung (3.10]) beschreibt die Kraft, die auf 1 mol Teilchen wirkt. Die Kraft auf
ein einzelnes Teilchen Fp kann somit berechnet werden, indem F)p,, durch Ny

geteilt wird. Wird aulerdem der Ausdruck fiir das chemische Potential eingesetzt,
um die Ableitung zu berechnen, ergibt sich

Fpm RT 1 dc
FD: = . —
NA NA ¢ dx

——

kT

Wirkt diese Kraft auf ein Teilchen, so wird es beschleunigt. Dieser Beschleunigung
entgegen wirkt die Reibungskraft Fr, sodass das Teilchen beschleunigt wird, bis
beide Krifte im Gleichgewicht miteinander stehen (Fp = —Fg).

Die Reibungskraft kann angesetzt werden als

Frp = —fRUD

wobei fr der Reibungskoeffizient und vp die Driftgeschwindigkeit des Teilchens
ist.

Aus diesem Ansatz folgt somit fir das Kréftegleichgewicht
Fp = frup

Hieraus kann durch Umformung ein Ausdruck fiir die konstante Driftgeschwindig-
keit (bei der das Kraftegleichgewicht herrscht) erhalten werden:

FD 1 kBT dc
=Z=-__ .2 . = 3.11
op Ir frR ¢ do (3:11)
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3.2. Diffusion

————
dr = vpdt z

Abbildung 3.3.: Skizze zur Herleitung der Diffusionsstromdichte anhand der Drift-
geschwindigkeit der Teilchen.

Bewegen sich nun alle Teilchen mit der Driftgeschwindigkeit vp in x-Richtung, so
treten pro Zeitintervall dt alle Teilchen durch die Referenzfliche A, welche maximal
dx = vpdt von ihr entfernt sind. Das bedeutet, dass sich alle diese Teilchen im
Volumenelement dV = Adx = Avpdt befinden.

Die instantane Konzentration c ist gegeben durch ¢ = g—g. Somit gilt dn = cdV =
cAvpdt. Fiir die zeitliche Anderung der Stoffmenge n gilt somit

dn
i cAvp

Mit Hilfe dieses Ausdrucks lasst sich nun ein weiterer Ausdruck fur die Diffusions-
strom Jp (bzw. J,,) gemaf Gleichung (3.2)) aufstellen:

1dn kgT dc
g, = ran o kel de 3.12
T fn  dr (3.12)

Durch Koeffizientenvergleich mit dem 1. Fickschen Gesetz aus Gleichung (3.4))
ergibt einen Ausdruck fiir den Diffusionskoeffizienten D:
_ kgT

fr

Diese Beziehung ist als bekannt. Sie gilt ganz allgemein fiir
verschiedene Arten von Reibungskréftenﬂ

D (3.13)

'Fiir die der Ansatz Fr = frup giiltig ist
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Gilt fiir die Reibungskraft das ,,Stokes-Gesetz*

|Fr| = 6mnrup
~——
Ir

so geht die Einstein-Beziehung in die konkretere
iiber:
kT

D =
6mnr

(3.14)
r ist hierbei der Radius der sich bewegenden Teilchen.

Diese Beziehung spielt eine wichtige Rolle, da sie eine Verkniipfung zwischen der
Diffusionskonstante D und der Teilchengrofe r herstellt. Dies ist wichtig um z.B. in
der dynamischen Lichtstreuung aus dem bestimmten Diffusionskoeffizienten Riick-
schliisse auf die (effektive) Teilchengrofe ziehen zu konnen.

Des Weiteren zeigt die Stokes-Einstein-Beziehung, dass die unterschiedlichen Trans-
portkoeffizienten nicht unabhéngig voneinander sind. In diesem konkreten Fall
hangt die Diffusionskonstante D von der Viskositat n ab.

3.2.2. Diffusionsgleichung

Die Konzentration ¢(z) wird durch Diffusion zeitlich veréndert, sodass die Konzen-
tration ¢(z,t) auch von der Zeit abhdngt. Da die Diffusion selbst aber von ¢(x,t)
abhéngt, ist auch die Diffusion zeitabhingig.

c(x) c(z +dx)
dV = Adx
Jin dn :? J()ut
Zz r + dx
x

Abbildung 3.4.: Skizze zur Ausgangssituation fiir die Herleitung der Diffusionsglei-
chung
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Wie in Abb. gezeigt, soll das Volumenelement dV' bilanziert werden, sodass
ein Ausdruck fiir die darin enthaltene Stoffmenge dn erhalten werden kann. In das
Element fliet ein Strom .J;, hinein und gleichzeitig ein Strom F,; hinaus.

Im ersten Schritt wird die Konzentration ¢(x + dz) in einer Taylor-Reihe angené-
hert:

c(x+d:c):c(x)+<;l;>dx+...

Die Stoffmengenbilanz fiir das Volumenelement lautet

dn=A- (Jl - Jout)dt

Gemafl dem ersten Fickschen Gesetz (siehe Gleichung (3.4))) gilt fir den Diffusi-

onsstrom
de

Jin:_ -
dx

Analog gilt somit

b pleltde) | d(e() + (&) [dc . (d%) dx]

d dx

Eingesetzt ergibt sich somit
d d*c d*c
dn = AD |— — |dx|dt = D— - Adx dt
" l% * Eé + <dx2> x} dx? TVI

Mit dec = j—‘"/ ergibt sich hieraus das 2. Ficksche Gesetz, welches auch als ,,Diffusi-
onsgleichung® bezeichnet wird:

de d*c

109



3. Transportphdnomene

—— inhomogen
homogen (t — o)

X

Abbildung 3.5.: Darstellung der ,,Wirkung“ der Diffusionsgleichung. In Bereichen
mit negativer Kriimmung (Linkskurve) wird die Konzentration
steigen (rot), wihrend sie in Bereichen mit positiver Kriitmmung
(Rechtskurve) sinkt (blau). Nach unendlich langer Zeit sind somit
alle Konzentrationsunterschiede durch Diffusion ausgeglichen.

X

Abbildung 3.6.: Graphische Darstellung der Losung der Diffusionsgleichung fiir
den speziellen Fall, dass bei t =0 N Teilchen an der Stelle x = 0
eine Fliache A belegen.

Die Losung der Diffusionsgleichung fiir das in Abb. dargestellte Szenario lau-
tet

N x?
C(l‘,t) = m - eXp —m

Hieraus lasst sich die mittlere Verschiebung der Teilchen in z-Richtung berech-
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3.2. Diffusion

nen:

(x) = /OO x-c(z,t)der =0

— 00

Diese Verschiebung muss aufgrund der Achsensymmetrie (vgl. Abb. des Pro-
blems gleich Null sein (Verschiebungen mit verschiedenem Vorzeichen heben sich
gegenseitig auf). Interessanter ist daher die mittlere, quadratische Verschiebung:

(x?) = / z? - c(x,t)dr = 2Dt

—00

Wird diese Berechnung nicht nur in einer Dimension, sondern auch in zwei und
drei Dimensionen, so ergeben sich die

1D: (%) = 2Dt (3.16)
2D:  (2*) = 4Dt (3.17)
3D: (2% =6Dt (3.18)

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann bei bekanntem Diffusionskoeffizienten berechnet

werden, wie lange die Teilchen durchschnittlich fiir eine Diffusionsstrecke von 4/ (r?)
bendtigen:

Tabelle zeigt hierbei, dass die Unterschiede in verschiedenen Aggregatzustéin-
den enorm sind.

Tabelle 3.2.: Zeit 7 fiir eine diffusive Wanderung um 4/(r?) = 1 mm

D T
Gas 107° %2 17 ms
Flissigkeit 107" 3min
Gas 10~15 %2 5 Jahre
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